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m. 


Bi. Dolaptschiew in Sofla. 


On the disturbed motlons of the vortices of a Kärmän street. The paper eontinues a 
previous one by the same author published in ZAMM 17 (1937) Nr. 6 under the title 








“On the stability of Kärmän’s vortex street“. For “alternating“ disturbances of second 


order the stable and unstable trajeetories of the vortices are calculated and illustrated 
by diagrams. 


Sur les mouvements perturb6ös des tourbilions d’une flle de Kärmän. Cette Note 


fait suite ä& celle du m&me auteur parue dans ZAMM 17 (1937) No. 6 sous le titre „Sur la 


stabilit& des files tourbillonnaires de Kärmän“. Pour le cas des perturbatiöns „alterndes“ 
du second ordre l’auteur calcule les trajectoires stables et instables des tourbillons et en 
trace des figures. 


3. Weinhold in Brünn. 


On the stiffness against torsion of the spars in a lattice consisting of two spars 
and ribs. A lattice of this kind may buckle by torsion of the spars about their axes 
while those axes remain in the plane of the lattice („Kippen“, see also a paper by the 
author in ZAMM 17 (1937) No. 5). The two spars being subjected to uniform pressures 
and uniform, equal or opposite twisting moments, the resistance against buckling is calcu- 
lated under simplifying assumptions (narrow spars, ribs infinitely dense), four kinds of 
supports of the spare (boundary conditions) being taken into account. The simplifications 
are admissible because they lead to a lower bound of the buckling stress. 


Sur la rigidit6 en torsion des longerons dans un treillis compos6 de deux longerons 
et de nervures. Un treillis de cette esp&ce peut &tre flamb& par suite d’une torsion des 
longerons autour de leurs axes, ces axes eux-m@mes restant dans le plan du treillis 
(„Kippen“, voir aussi la Note de l’auteur dans ZAMM 17 (1937) No.5). 8i les deux longerons 
sont sollicit6s par des pressions uniformes et des moments de torsion uniformes &gaux ou 
oppos6s, on peut calculer les efforts critiques correspondant & Qquatre systömes d’appuis 
des longerons (conditions aux limites), en admettant certaines simplifications (longerons & 
section tr&s effilde, nervures infiniment denses). Ces simplifications sont admissibles parce 
qu’elles conduisent & des limites inf&rieures des efforts critiques,. 


G. Guderley in Braunschweig. 


Characteristic osecillations in burning gas mixtures. The author considers the motions 
of a slowly burning gas contained in a closed cylindrical vessel, under the hypothesis 
that periodical variations of the pressure at the inflammation point will cause periodical 
variations, with the same period, of the velocity of combustion. By means of Hamilton’s 
principle he obtains the motion as a superposition of characteristic oscillations, and calculates 
it in a first approximation. The results explain the fact that the amplitudes of the 
pressures corresponding to characteristic-oscillations may increase rapidly. 


Sur les osciliations propres d’un m6lange de gaz brölent. L’auteur considdre les 
mouvements d’un gaz qui brüle lentement dans un r&cipient cylindrique ferme. Il se fonde 


sur l’hypothöse que des variations p6riodiques de la pression au point d’inflammation 


entrainent des variations p6riodiques, et de periode ögale, de la vitesse de combustion. 
Partant du principe d’Hamilton il reprösente le mouvement par une superposition d’oseillations 
-propres et le calcule en premiöre approximation. -La thöorie .explique_le fait que les 
ampiinlen ag pressions correspondant aux oscillations propres az eroitre rapidement, 
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Störungsbewegungen (Bahnen) der einzelnen Wirbel 

























En der Karmänschen W irbelstraße. 
Er Von Bl. Dolaptschiew in Sofia. 
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er vorliegende Aufsatz ist der zweite Teil einer Untersuchung'), deren ersten Teil ich in 
D dieser Zeitschrift (Bd. 17, Heft 6, 1937) unter dem Titel „Über die Stabilität der Kärmänschen 
Wirbelstraße“ veröffentlicht habe. Jetzt handelt es sich um die genaue Berechnung und 
Konstruktion der stabilen und instabilen Bahnkurven, welche die einzelnen Wirbelpunkte einer 
gestörten Kärmänstraße beschreiben. Da ich einerseits den Einfluß auf die Ergebnisse zeige, wenn 
noch quadratische Störungen berücksichtigt werden, und andererseits die Zerstörung der Wirbel- 
straße verfolge, falls die Anordnung nicht genau die Kärmänsche ist (k/1 ==0,2S1), so kann 
diese Betrachtung, sozusagen, als ein mathematisches Experiment gelten. Durch «die nach- 
folgenden theoretischen Untersuchungen glaube ich in das Verhalten der Wirbelkonfigurationen 
etwas tiefer einzudringen. 





Er 


1. Bewegungsgesetze bei Störungen zweiter Ordnung. In Gl. (l, 11) hatten wir die Be- 
wegungsgesetze der Wirbel bei Störungen erster Ordnung. Es blieb uns noch‘ übrig die Auf- 
lösung des Systems (1,6’) für die Summen der Unbekannten anzugeben. Derivieren wir die 
erste Gleichung dieses Systems einmal nach f und beachten wir die Bezeichnungen (1,14), so 
erhalten wir, nach gewissen Umformungen, 


2, + x, C, (a? p?) EA DI Ey “,,’+ (yo Y, r (Yo Yı )”| 
ka p Ka, =.) (Yo Y, ) (X, =) (Yu. Y, )1 1 Fre Ag 
Diese Gleichung geht, für den in (I, Abb. 4) gegebenen speziellen Fall, wo 
C=% +2 -& +3%)=9, CG,=Yy +9 —y +%,) 2r 


ist, in die einfache Gleichung 





über, oder 


w; Da die Integrationskonstante C ein und dieselbe ist, wie man aus der ersten Gl. (1,6’) sieht, 
” so folet für t=0 
. 9; 2r(/tar+2Ppr). 


t, Weiterhin bezeiehne ich sie kurz (]). 
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Kine nocehmalire Interration zıbt uns 
+8 42; D’, er Ct+D", 


oder, weren D’=0 D’ für t=0, schließlich 


+ SBrüi+er tippen +2”. . 2 2 3. SM: 
Jetzt bleibt uns die Auflösung der zweiten Gleichung des Systems (1, 6’) übrig, die, wegen =D 
N 3 ’ ’, zZ; ’ ’ ’ » ’ N * 1) 
Ir, Mr Ar, JL, ) (Yu „, ) Ur „, )] 4, Hy, 
lautet. Diese Gleiehune enthält lauter Differenzen der Unbekannten. Diese Differenzen 


vewinnen wir, indem wir das System (1,77) endgültig auflösen. Das betreffende System ist 
aber, wegen der Annahme €, 0, genau das System (1,7), wenn nur in diesem anstatt u,» 
die Koeffizienten r,o auftreten. Das letztere System führte zu der Lösung (I, 10), oder 








Ai Br e ta coscol t ’’ sınot) — 0 t(W’ coscol - a" sinof) 
Yu Y, ert (a’cosol 4 I’ sın ol) e z (h’ eos ol - a’ sıno !) 
’ ’ ! ’ v N an ” (3). 
In . r, pP th eosol (t SIN 6 f) re !(a’cosol I’ sın o f) 
gr Y et(l’ eoscol asınof) Me (a cosol l’sıno NH 
Wenn wir nun (3) in (2) einsetzen und umformen, bekommen wir 
Tg | y' e? Et EOS .) 6 / «u (a’? h’’?) +2 D Pr h"| 
e-:"teos2 ol [2 p ’ a” A (a’'? bh’) 
.)’ 
‚ ! ® ) / -) 'h’ ) ı. n’'2 (< h, 
f sınYy 0 aa ) PAka ) )] 
e-?"tsin2ot[2ab’ a” — H (a? — VY)]=%y" + 1%, 
Ilier kommen Inteerrale nur von der Form 
r: \e rteos>2otdt. # \ez?2"tsın2otdt 
vor, deren Ausrechnung 
I; —+t6 cos2ot-+oe*?:"!sın?2oh), 
IT’ —- 0° 
| ad = 
F „(+ ret?ttsın?2ol oe*r:"teos?2 ol) 
T > (5° 
eıbt. 
Die Lösune für die Summen der Ordinaten ist folelich 
.) 7 
Y, 4," = ‚la (bh? a'?) 2 a’ ber! (rcos2ot +-osiın2of) + 
. , T t— () ’ 
lab"? a’) 2 Ba” hf) e rt rcos?ot-+-osin?of) p* (2’’) 
| (a? 1’ ?) 2aa’b")|e:’! (r sın Dot 0cos>2oft) 
) ‚2 2 -) vn > Irt 2 > | .n CE R iö ! B Zu 7 
Ib (dl ) zada je (rsın?of + ccos?!coNH)\+-Ül=y, ry, 





Der in (1. Abb. 4) zerebene Fall gibt für die Koeffizienten a,b 
a’ b=«=r, b’: r. 
Dann ereibt sich bei f=0, für die Konstante der Wert: 
für die obere Reıhe 
St 0 r” 
1 + 0°’ 


für die untere Reihe 
1606 Y” 


Damit erhalten wir aus den obiren Gleiehuneen statt (2””) 


ug i £ 2 
y+t%»9; - ‚IP (teos2otSın?rt+osın?otkoi2rh-+ 

I >& 77 
(2a), 


a(rsin2otfZin?2rt - ocos2otkolj2rt)+tao] | 
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Mit den oben anzegebenen Werten der a und b werden die Gl. (3) 


Lo — > r(cosotKoirt - sınotZtnri) 

Yo y, 2 r(cosotöinrt sınotkol ri) | 
Ko —a. > r (cos o !Zinrt—+sıno tk&oi rt) er. 
a 2 r(cosot&oj r!+sınotQinefi 





Durch Addıtion und Subtraktion der entsprechenden Gl. (la, >17. 2b’) und (3) erhalten wır 
die gesuchten Bewegungsgesetze des betrachteten Wirbelquadrupels?): 





(Di r(cosot&virt sinotÄätnri) rA+ar+2ßr)i | 
’ > # Pt: be ) ) > ) . ) ) | 
‘4, (8) r (cos otSöinrt— sinotkolrt) + „ ,„|Plreos2ot Zein2rt-+osin2olßo]2rtt) 
IT —+ 0° | 
\ + a(tsın?2otäwmzi2rtt o cos 2otk&vj 2rf) t ao], | 
( (+). 
x, (b) r (cosotZinti sinotW&vfl rt) r (7 ar F2ipr)i er ie a | 
2 - me | v | 
N ({ r (cos otkbv! rl -sınolzutrf) = al BERT ) r r BZ (f) Er Z (f) 2 


2. Bahnkurve der Stabilität. Wie wır schon ın (I) sahen, kommt die Käarmänsche 
Stabilität immer zutage, wenn die Anfangsstörungen erster Art sind. Dann ist Ü, 0 und, 
dem Fall in (Il, Abb. 4) entsprechend, wo die untere Reihe mit der punktierten Linie gezeichnet 
ist, haben wir 








Y 7 % Yo () Y,:; 7 () a, y Ye Yı 
Nehmen wir von hier ab I==,, ,, » 1,11 an, so folgt leicht, daß u’ -+» l. Dividieren wir 
die Gl. (4) durch r und setzen 
ry Yo ry = Pr ry Yo r 
A I: u, E; 
r 1 r r 
werden diese Gleichungen 
| A. {#) ecosrt&oi ut sınrf Zinn ud 2ßri | 
ı. (8 cos rt Soinat—sinrt&o] ut+tr|p(ucos2rtZin2 ut+vsin2vrtßoj2ul 
| alusın2rtZin2uft- vrecos?2rtkoj2uf)+ar]| 
(X, (f) (cosvytZinat+ sınvtßojut) 2prt (4). 
IY, d)= cosrtßoj ut+sinvtZinut+iär]- | 1 
Keueiet. ar | 
Y, d)=—(-)+4tr]|---] iE. (8 C(.)+4tr[-.-|+1 | 
Da für die Stabilität die Erfüllung der Bedingung u =-0 notwendig war, woraus die Ver- 
einfachungen = r=a-=—1, ai YA =V folgen, gehen die Gl. (#°) ın 
IX, (#) cos ft I.“ (t) sın { 
IY, d=—sint+8rsin’ti ia. cost-+-Srsin?t 
(>) 
IX, (f) cost IX, (h) sin 
BE) sint+8rsin®t IE, cost +8 r sin? t 


über, welche die parametrischen Gleichungen der stabilen Bahnkurven darstellen. 

Die ersten Bestandteile der rechten Seiten dieser Gleichungen (die nach sin und cos 
linearen Gliedern) zeigen die stabilen Bahnkurven Kreise bei Störuneen erster Ordnung: 
diese Kurven sind, wie man sieht, unabhängig von der Anfangsverschiebung r. 

°®) Wirbelquadrupel bei unserer alternativen Störung soll heißen: vier Wirbel, je zwei nacheinander (gerader 
und ungerader) der oberen bzw. der unteren Reihe. Er ist also ein Repräsentant der ganzen Wirbelstraße. 


10% 
1.) 
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Um die Bahnkurve beı unseren Störuneen zweiter Ordnune anschaulicher zu bekommen. 
eliminieren wir aus (5) die Zeit f. Dann haben wir 


2. Fryi X. ’+8r(l u. A Eye. Sr(+)\ 
A T | | N vn L.8r X er. ; Pa fi | ... -Sr(-.)f' 


ze; 


(+). 


Bevor wir die Gestalt der Kurven (9°) auffinden, bemerken wir, daß die Balınen jedes 
Wirbels des Quadrupels auf ein eigenes Koordinatensystem bezogen ist, dessen Ursprung die 
Ausgangsstelle jedes Wirbels der ersten zwei Wirbelpaare ist. Die Beziehung auf diese 
Koordinatensysteme erhält man ja dureh die Formel (1,27), die, wie man leicht ersieht, den 
Sinn einer Translation des Systems Oxy auf 0, X, Yir bzw. O5: Ar Yr (k=0,1) hatten. 

Beschränken wir nun unsere Betrachtung nur auf die geraden Wirbel (0', 0°”) der beiden 
Reihen, so ersehen wir, daß für alle r die Kurve dureh die festen Punkte (+ 1,0), bzw. (0, + 1) 
laufen. Auf der Y-Achse liegen dageren die mit r veränderlicehen Punkte (9, + 1+8Sr) und 
auf der Parallelen zur X-Achse — (+ 1,Sr). Der Abstand zwischen den veränderlichen Punkten 


Ist 2. Man ersieht leieht, daß für r=1/S die Kurve des O"-Wirbels durch den Ursprung 
läuft; für r > 1/5 schneidet die X-Achse diese Kurve in zweı reellen Punkten, die symmetrisch 
in bezug auf die Y-Achse liegen und deren Abszisse < 1 sind; für r<1/S hat die Kurve 


keine anderen reellen Sehnittpunkte mit der X-Achse. Dasselbe gilt für die Kurve des 
3-Wirbels bezüglich der Gerade y=1. Zuletzt haben die betreffenden Kurven für r= 1/16 
eine Doppelberührung mit der X-Achse bzw. der Gerade y=1; für r > 1/16 — zwei Minima 


bzw. Maxima. Außerdem ist der Schnittpunkt der Kurve mit der + Y-Achse für r > 1/16 eın 
\Maxımum bzw. Mınımum und mit der Y-Achse ein Minimum bzw. ein Maximum: für 
r 1/16 ın beiden Fällen oberhalb der X-Achse Maximum. unterhalb derselben Minimum. 


Nimmt folglich die Anfangsverschiebung r nacheinander die Werte 
1/32 1/16 1/10,6 1/5 1/6,4 
an, so sehen die stabilen Bahnkurven bei Störungen zweiter Ordnung so aus: 


O:yaFrl7-Xo+Br/7X£) O'y'=HVr7-Xy248r7X”2, 


o 





Abb. 1 und Abb. 2. 
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Analores wird es für die ungeraden Wirbel geben. 


Alle diese Kurven sind für den Moment !=27 gezeichnet. Außer ihnen sind auch die 
Kreise mit Radien =1 punktiert gezeichnet, die den Störungen erster Ordnung entsprechen. 
Aus dem Vergleich folgt: 


I. Die stabılen Bahnen beı Störungen zweiter Ordnune unterscheiden 
sich wesentlich von denjenigen beı Störungen erster Ordnung. 


2. Während für jedes r, wie grob es sein möge, als stabile Bahnen bei 


Störungen erster Ordnung immer Kreise (im allgemeinen Ellipsen) auf- 
treten. sind diese Bahnen beı Störunezen zweiter Ordnune mit r verschieden. 


Je gröber r ist, desto beträchtlicher ist die Einbiegung der entsprechenden Kurve. Aus 
dieser Einbiegeuı in unserem Falle nach der Y-Achse, ist das Auftreten der Instabilität wohl 


zu erwarten. 


ir, 


Man sieht also, von wie großer Bedeutung das Heranziehen der Störungen, wenn auch 
nur noch der zweiter Ordnung ist. Etwas Ähnliches tritt etwa bei der Betrachtung der 
Pendelbewegung auf. Aus diesem Grunde ist unsere erste Untersuchung (l) der Stabilität 
nur ein Ergebnis, welches als spezielle Lösung zweiter Ordnung gilt, ebenso wie die 
Karmänsche Lösung eine solche erster Ordnung ist. Es ist wohl zu erwarten, daß die 
stabilen Bahnkurven dritter, vierter usw. Ordnung mehrfach eingebogen erscheinen würden. 
Die von uns in Abb. I und Abb. 2 gegebenen sind ja nieht die maßgebenden, jedenfalls aber 
die charakteristischen. 


Ähnliches galt auch für die Stabilität, wo ein charakteristisches Verhalten der gestörten 
Straße immer eine Instabilität vermuten ließ. Obwohl wir da nur spezielle Störungsgesetze 
behandelten, hätte man diese scheinbare Instabilität gar nicht erkannt, wenn man sich nur 
mit Störungen erster Ordnung begnügt hätte. 


3. Bahnkurve der Instabilität. — Die instabilen Trajektorien ergeben sich am einfachsten, 
wenn wir von dem Falle in (I, Abb. 4) ausgehen. In diesem Falle ıst €, 2r, was 
bedeutet, daß die Störung sich auf diejenige Straße bezieht, deren Ausgangsbreite 2h, = 2 hy 

r ist. Das letztere bedeutete, daß die Störung erster Art, die auf die Straße mit der Breite 
22h,  r ausgeübt wird, zu instabilen Bahnen führen wird, sobald diese Breite (bei fest- 
eehaltenem !=1,1L...) nieht die Kärmänsche ist. Wendet man dagegen auf die Karmänsche 
Breite 


2N—2XO2SIX LI — 0,624 


irgendeine Störung zweiter Art an, so würde das heißen, daß man eine Straße mit der Breite 
0,624 r durch Störung erster Art stört, was uns ebenso zu instabilen Trajektorien führen wird. 


Da nun die Anfangesverschiebung r sehr klein ist, sieht man, daß die Breite der zu 
störenden Straße sich wenige von 0,624 unterscheiden wird. Die Größe der Verschiebung im 
Vergleich zu den Abmessungen der Anordnung eines Wirbelpaares (1,11; 0,624) muß also 


2 < | 
höchstens den Wert 0.1 der Straßenbreite haben. Wir nehmen r 008, Jetzt ıst die 
JT 


Breite der Ausgangsstraße 
2 h, = 0,624 — 0,08 = 0,544. 


> 


Wir setzen nun in die Gl. (4) wieder «=0 (dann ist /A=a = 0=1,/9=0) ein, und auch noch 


| 


=u—(,a U, 2r=,.. Da die Koeffizienten vor F der «-Komponenten der oberen 
F “ an 


Reihe denjenigen der unteren Reihe gleich sind, können wir die neuen Koordinaten 














7 vg | ih & j 5 Yo ’ Yr n 
I1- ie + (...)8 & Nu 
r | E = u Y r / r IE 
(6), 
"Alt l u 77 d “ - mn Pi [zZ Yı [Z} 
m —. = e Di / e N, : 
yY | | | N = 0 Y 1 Y ] ) r ı 





einführen. (Hier ist wieder durch r dividiert worden.) (6) besagt also, daß wir die in (])) 
besprochene Translation der ganzen Wirbelkonfiguration außer acht lassen, d. h. nur die 








| > r* /tschr. f.angew. 
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relative Bewegung der Wirbel betrachten, bezüglich der neuen Koordinatensysteme, zu denen 
uns eben die Transformationsformel (6) führt. Nach ihrem Einsetzen und gewissen Umformungen 


eelaneen wir zu den Gleichuneen 








‚4 | in 
N cost&o] „ sın ein, eh ---, 7, (MM 
2A. In 
Ä aD ’ u EL; 3 er 
’), (f) eost Din sın bo) a 0311016 sın 24 SLR eos 2 Tbov! Hi) 
u A oJ JT T 
| . 
(#). 
/ 
(/\ eost 7, ı, 11 rÄ DD) > 2 (/} ı/; (f) 
/ aM 5 
"(N cost &oj, sin Zi, 0311016 sin 21 Zin cos2t&of _ +1)+1 | 
un on j TI 





Die «den Störungen erster Ordnung entsprechenden Gleichungen ergeben sich wieder, wenn 
wir uns nur auf die Glieder ersten Grades nach sin und cos beschränken. Sie lauten: 


ch 2 ae ” £ FR 
(f\ costbo] , sınt cin, a ecostzeu,, sın /bo} 
! . 


Fa Faaf u: ve; ; 

(9). 

N n. / . - / ‚Y £ ! . 2 / 

(/ eostöın sın bo} ,, ) (f) eos bo! .) | sın? cm, 
. r & ! 


7 — +1 











Diese Gleichungen müßten eigentlich aus (I, ID) herauskommen, nachdem man auf dieselben 
den in (I, Abb. 4) gegebenen Fall anwendet. Man findet aber sofort, daß für «=0 die 
betrelfenden Gleichungen zu Stabilität führen, obwohl ın diesem Falle nicht eine Straße mit 
Karmaäanscher Anordnung (0,624) gestört wird, sondern eine schmalere (0,544). In solchem 
Sinne erweist sich diese Stabilität, genauer diese Indifferenz, bei Störungen erster Ordnung, 
als Instabilität bei Störungen höherer Ordnung. Wir haben aber schon gezeigt (1), daß sich 
in Wirklichkeit nicht die Karmänsche (k/l=028S1j, sondern eine andere Anordnung als 
ınstabıl erweist. 





O0 W O’W 


Mr 38 


Abb. 3. Abb. 4. 


Ich knüpfe also an diese Überlegung noch die Bemerkung, daß wir in der Tat erst dann 
über die Ergebnisse der linearen Störunestheorie sicher sein können, wenn sie als Folgerung 
einer Betrachtung-höherer Ordnung erscheinen, wie (S) aus (7), nieht aber aus (1, 11) resultiert. 
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So kommen wir zur Konstruktion der instabilen Bahnkurven (8) und (7). Das tun wir, 


indem wir die Zeit f sieh immer um S ändern lasssen. (Für die Tabelle siehe meine bulearische 


Dissertation.) Die Abb. 3 und 4 stellen stückweise die instabilen Bahnkurven der geraden 
0'- und O’”-Wirbel bei Störungen erster Ordnung, und die Abb. 5, 6, 7, 8 diejenigen der 
eeraden und ungeraden Wirbel der oberen und der unteren Reihen bei Störungen zweiter 
Ordnung dar. Die letzteren sind dabei in eine Kärmänsche Wirbelstraße (als Quadrupel) 


vereiniet. 


Nun müssen wir zunächst den Vergleich der Bahnen beider Störungen erster und zweiter 
Ordnung ausführen. Während sich die Bahnkurven erster Ordnung mit Anwachsen der Zeit 
den Geraden 9, — &,=0 bzw. 7, +& —1 annähern, breiten sich die Balınkurven zweiter 
Ordnunze weit auf beiden Seiten dieser Geraden aus. Anfangs, wenn f von OÖ bıs 2r läuft, 
eleichen die Kurvenbogen der Abb. 3, 4 einem Kreise, während die der Abb. 5,6, 7,8 den 
Kurven der Abb. 1, 2 der Stabilität ähnlich sind. In beiden Fällen sieht man aber, daß die 
Wirbel lange Zeit immer noch um die Ausgangspunkte oszillieren. Wie gesagt, stellen uns 
die Abh. 5, 6, 7, S zusammen eine Teilstrecke der Kärmänschen Wirbelstraße dar. Der 
Verlauf der Vorgänge in dieser Teilstrecke gibt uns das Bild für die ganze Straße, wegen der 
kongruenten Bahnen aller Wirbelquadrupel. Aus diesem Bilde kann man noch eine weitere 
interessante Folgerung ziehen. Man sieht nämlich, daß der Abstand zweier Wirbel eines 
Paares bald zu-, bald abnimmt. Er bleibt jedenfalls lange Zeit fast unverändert, was bedeutet, 
daß die beiden geradlinigen parallelen Reihen lange Zeit immer noch als parallel, aber nicht 
geradlinig, erscheinen. Da man nicht dasselbe von den Amplituden der ganzen Straße be- 
haupten kann, könnte man den Schluß ziehen, daß die Zerstörung der Wirbelkon- 
figuration sowohl infolge des Vernichtens eines jeden Wirbelpaares, als 
auch (vielmehr) infolge der großen Transversalamplituden der Wirbel- 
straße zustande kommt. 
































Bm 


Abh. 5 bas 8. 


In unseren Abb. 5, 6, 7, 8 hat die Straße ursprünglich die Kärmänsche Anordnung 
(0,624); gestört worden ist aber in Wirklichkeit jene Straße (mit der unteren Reihe punktiert), 
welche die Breite 0,544 hat. Die Instabilität kommt allmählich und in unregelmäßigen 
Perioden oszillatorisch. 


Anhang. In meiner ersten Mitteilung (I) habe ich gezeigt, daß, der Definition nach, 
C,— 9%, + 9Yı — (9% +9Yı ) immer gleich Null angenommen werden muß, Man kann diese 
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Tatsache aber auch beweisen’). Wir stellen uns nämlich folgende Aufgabe: Gegeben seien 
zwei Punktreihken Z;, Zr (j.l °...-- 00), 


#; Al g’ A 


die eine gestörte Wirbelstrafe (für 0, darstellen. Es ist eine Infangskonfiguration auf- 
zufinden, woraus diese Punktreihe durch „alternative“ Störungen entstanden sind. (Die Z 
sollen komplexe Zahlen bezeichnen.) 


l.ösung: Wir bezeichnen mit 2)’ =2,'+Jje, 2% = 2%, + ke die Ausgangslage der Punkte 

en It, f P 4% A ’ . . 

(Wirbel) und mit tg die Verrückungen, die wir ihnen mitgeteilt haben, so daß wir die 
vr 


( ’ | 


Punkte Z/, Z,” erhalten. Wir haben also 


B ’ Ag 2 ( 4 Zı 2, ” 2 ( N A 2. ' ( F ! e Bi | 
(a). 
4 ’ , #0 
r EN A AR ( Zi Fra + sc H N. Zi ’ | 


Daraus folgen die notwendieen Bedineuneen 


er er I. 9 f Al ze: Ir ee” Mi | Ir A = De 


order 
2-2 =2-2=2 -2 =. -2"-Z’=-2"- 27-2" Z’=..; 


Sind diese Bedinzungeen nicht erfüllt, so hat die Aufgabe keine Lösung. Sind sie dagegen 


>» - 
erfüllt, d.h. ist Z, Z, = ZZ, = 20, so gibt uns der so definierte Vektor 27 die Richtung 
der Straße und den Abstand (27 e\) zweier Wirbel jeder Reihe. Nehmen wir die »-Achse 


parallel dem Vektor € an, dann ist e eine reelle Zahl (e = 27). Jetzt bleiben nur die Gleichungen 
(im Reellen S Gleichungen) 


ae ; j j Er ee FT 
u PR SEE LE 
Dazu verlangen wir aber noch: 1. unsymmetrische Anordnung: 2, - 2, =I-+2ih h unbe- 
kannt, R(2, — 2)! bekannt; 2. r, +r, —(n +r )=(,+i0,=C reell, d.h. 
you tr rn 17, )=V oder (,=0; 3. r,,r,; 7, »r, — klein genug. 1 und 2 geben noch 
zwei Gleichungen: wir haben also 10 Gleichungen mit 12 reellen Unbekannten (z,', 2,'; 
ES 


ı? 0 , l 


Bemerkuneen: Aus (b) folet 


oder 


und daraus ‚ 


C=X,+X, —(X, +X,7)-—21 (==0 im allgemeinen) 


2 h 0 I | 0 T | 


) Den Beweisgang verdanke ich Herrn A. Stojanow, Professor für Mathematik an der Universität Sofia. 
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(Geometrisch bedeuten die letzteren Gleichungen folgendes: Wir betrachten den Vektor 
7 + F 4 = ?T le "Pi 


£ | —, (siehe Abb. 9). Setzt man (<= &-+in, dann ist C, =2(E — 1), 2h=ı 


Daraus bekommt man eine neue Bedingung: I. Da €, klein genug sein muß, so muß sich 
nur wenig von I unterscheiden; 2. die Breite der Straße 2 h=n ist gleich der Projektion 


von Z auf eine zu e senkrechte Gerade. 


- 


Wir sahen oben. daß wir nur 10 Gleichungen für 12 reelle Unbekannten haben. Die 
E ’ - 2 


Aufgabe ist also unbestimmt. Nehmen wir aber z —= w beliebig an, dann wird die Auf- 


gabe schon bestimmt. Denn wir haben jetzt 





l 
 — 2 =Ii-+2ih 2, = „tih+o 
oder 
’ Zi ) ’ | . 
2, +2, 2 2, 0 = ih 
und 
y 2. En A J A 2 Ag FAR / # 
N ‘0 “ 4 2‘ tn Er r, 4 0 ( 4] .) IH cd) _ 
[7 r ‚ I 2 ‚ f I ) 
N Zo 0 ih 0) Y, > Z, PZ uhı u) 21 





Alle diese Ausdrücke enthalten den willkürliehen Parameter ». Wenn wir annehmen, es sei 
Zu >.’ Zr." 


v - !, dann ist 
| 
r [2 ’ r ’ ‚ 
FR 2, + Z, I Zn rZ7, I R PR: ® 
5. j = ih >. 
’ r ’ r ’ r ’‚ [4 N ’ ’‚ r ‚ 
’ Z ‚ Zo 2, + Zo | Z, | 7] ’ 7 ’ Zo m 2, | Zn + 2, > . 
rn 2 | - ch r tl—ih 
a ’‚ n 2 
N ’ N 
Wir können & auch folgendermaßen darstellen 
r 7 r ’ ’‚ ’ 
| Lo HZ, Zo 2, | ’ [2 . 
V=7 > r > I 5 (6 C) | Ga | 


und leicht konstruieren (Abb. 9). 
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Über die Kipp-Stabilität der Holme im Rippenverband. 
Von Josef Weinhold ın Brünn. 


n der vorliegenden Arbeit werden unter vereinfachenden Annahmen insbesondere, daß 
I die Holme sehr schmal sind Kipplasten eines Holm-Rippenrostes hergeleitet. Als Be- 
lastungen werden in den beiden Holmen gleiche oder entgegengesetzt gleiche konstante Biegungs- 
momente und konstante Druckkräfte angenommen. Nebeneinander liegende Holmenden haben 
dieselbe Endbefestigung. Es sind vier verschiedene Kombinationen von Befestigungen der 
Holmenden behandelt, die den Knickfällen mit beiderseitiger Lagerung der Stabenden ent- 
sprechen. 

Die ermittelten Kıppgrenzen können als Maß für die Kippsteifigkeit eines Holm-Rippen- 


rostes aneesehen werden. 


I. Einleitung und Aufgabenstellung. In den Vorschriften über die Festigkeit von Flug- 
zeugen wird gefordert, daß eine Grenze elastischer Stabilität erst bei einem gewissen Viel- 
[achen der „sicheren Last“ [1] erreicht wird. Die bisherigen Untersuchungen über die Frage 
der elastischen Stabilität von Holm-Rippenrosten ohne tragende Außenhaut und andere, die 
Steifiekeit erhöhende Elemente die durch Teichmann [2]') zu einem gewissen Abschluß 
eelanget sınd beziehen sich nur auf die Möglichkeit des Ausknickens senkrecht zur Rostebene. 

Im Sınne der eineangs erwähnten Forderune müßte auch für die verschiedenen Be- 
lastungsfälle des Rostes die Höhe der Kıpp-Knicekgrenze der Holme im Rippenverband 
erhoben werden, wenn also die angenommene Verschiebung vom Zustand der Hauptbiegung 
eine Verbieeunge der Holmachse in der Rostebene, verbunden mit einer Verdrehung der Holm- 
quersehnitte um die Holmachse, ist. Für die erstmalige?) Behandlung dieses Problems werden 
(die folgenden Voraussetzungen und Annahmen gemacht: a) Die der Hauptbiegung der Holme 
zugeordnete Steifigkeit BD ist im Verhältnis zur Steifigkeit der Querbiegung A und der Torsions- 
steifiekeit € sehr groß. Eine Flanschwirkung besteht nicht. b) Von den drei Steifigkeiten 
der » gleichen Zwischenrippen werden nur die Biegungssteifigkeiten berücksichtigt. Die 
Torsionssteifigkeit kann vernachlässigt werden. ce) Die beiden Holme 1 und 2°) (siehe die 
Abb. 1°)) sind elastisch gleich. In unbelastetem Zustand bilden die Schwerachsen der Holme 








Abb. 1. Holm-Rippenrost, schematisch. 


und Rippen ein Rechtecknetz. Die Hauptachsen der Holm- und Rippenquerschnitte stehen 
dann senkreeht zur Rostebene bzw. liegen in ihr. Der Innenabstand der Holme ist 2h, ihre 
[reie Länge zwischen den Auflagern 1. Die Rippen sind biegesteif an die Holme angeschlossen. 
d) Die Steifigkeit der Zwischenrippen wird gleichmäßig auf die Holmlänge ! aufgeteilt. e) Die 
Steifiekeiten sind konstante Größen. Die Querschnittsformen bleiben während des Kipp- 
voreanges erhalten. f) Die seitlichen Verschiebungen der Holme sind von erster Ordnung 
klein gerenüber den Längenabmessungen ! und h des Rostes. g) Die Längsdehnung der Rippen 


t) In dieser Arbeit findet sieh aueh ein umfangreiches Sehrifttumverzeiehnis und kurze Besprechungen der 
wiehtigsten Arbeiten über die Druck-Biegung. Hierher gehört auch eine neuere Arbeit von Schmieden [3]. 

Den Kinfluß einer Stützung der schmalen Sehiene, welehe allein dem Wachsen des Kippwinkels entgegenwirkt |#] 
und die Wirkung einer elastischen Einspannung der Enden eines sonst freien Stabes mit Druck-Biegebelastung [5] hat der 
Verfasser bereits früher behandelt. Ebenso wurden sehon eine Reihe sehr einfacher Sonderlösungen des vorliegenden 
Problems mitgeteilt [6]. 

3) Die Zeiger I bzw. ? weisen auf den Holm I bzw. 2 hin, welehem die betreffende Größe zugeordnet ist. Ohne 
Zeirer gilt eine Größe für beide Holme, wenn nieht anders festgelegt. 

!) Die Abb. I ist der in Fußnote ?) erwähnten Arbeit [6] entnommen. Der gezeichnete Fall des Kragrostes wird 
nieht behandelt, er wurde nur als deutliehste Darstellung gewählt. 
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ist im Verhältnis zur Auslenkung der Anschlußpunkte vernachlässigbar klein. h) Die Ver- 
formuneen erfoleen innerhalb des Gültiekeitsbereiches des Hookeschen Gesetzes. ı) Die 
statische Rippenverbundwirkung [2] [7] [S] kann vernachlässigt werden. k) Die äußere Be- 
lastung des Rostes wird in den Endquersehnitten der Holme eingeleitet und ist gegeben durch 
Biegemomente M, bzw. M, und Druckkräfte S, bzw. S8,. 

Zufolge a) und f) kann in den Ausdrücken für den Drall und die Krümmung der (Quer- 
biegung [9] der die Hauptbiegung enthaltende Anteil vernachlässigt und an Stelle der Bogen- 
länge die Längskoordinate gesetzt werden. Nach e) sind die Holmachsen ohne seitliche Vor- 
krümmung und ohne Anfangsdrall. Es läßt sich zeigen, daß beispielsweise der Einfluß eines 
Anfangsdralls im Vergleich zur Hauptbiegung wie C(C — A)\/B(B —- A) klein wäre. Die Stei- 
figkeit einer der n gleichen Zwischenrippen sei B,/n für eine Verbiegung senkrecht zur Rost- 
ebene, A,/n für eine Verbiegung in der Rostebene. Die Annahme d) ist nur dann zutreffend, 
wenn der Rippenabstand verhältnismäßig klein ist und insbesondere der Bb, enthaltende Para- 
meter nicht zu groß wird. Die Steifigkeit A, ist praktisch hierfür von geringem Einfluß, 
weil A, stets kleiner als B, ist. Für die Mindestzahl der Rippen läßt sich eine Grenze 
angeben, indem man BP, als unendlich groß ansieht und untersucht, für welchen Rippenabstand 
ein Auskippen zwischen den Rippen erfolgt [5]. Nach g) können die Auslenkungen %, und »y, 
(siehe die Abb. 1) für die gleiche Längskoordinate x einander gleich gesetzt werden: 


wei: x: x ehrt s TEN. 


Kine wichtige Annahme ist die weiter unten als zulässig erkannte Vernachlässigung der statischen 
Rippenverbundwirkung. Es wird also angenommen, daß die Hauptbiegung für jedes = stets 
den in den Endquersehnitten eingeleiteten Biegungsmomenten entspricht. 

Schon die Behandlung des Einflusses der Verbundwirkung einer Endrippe muß vorder- 


hand zurückgestellt werden, wie an Hand des in der Abb. 2 dargestellten Systems aus 

zwei gleichen, einseitig eingespannten schmalen Schienen und einer die freien Enden ver- 

bindenden Rippe bestehend gezeigt werden soll. Die Endrippe übertrage nur Kräfte in 
+ - 











Abb. 2. Kippen mit Rippenverbundwirkung. 
der 9z-Ebene. Durch besondere Vorkehrungen sollen zwei gegenüberliegende Punkte der 
Schienenachsen immer die gleiche Entfernung 2h haben. Sind ?, und /, die Kippwinkel und 
ist weiters mit den in der Abb. 2 eingetragenen Bezeichnungen 


& r/l OSE | 11.2). 
PP PP 
, u 25, I EEE EI . (15) 
At yAt 
und 
en > 3, A BR N 
x) ) .) C’h? (' (pP, (@: 0) + Pa lE: -())) . . . . . . ° . . (1.4). 


dann ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen die folgenden Differentialeleichungen: 


(1.2). 


Mi; 


rn 3/5) YA} 212 2 1 M .) IR .) : % 

Pi + _ B, v) Pı 7 (P; SUP; OP u 
Lt 2 IM. 212 A 3 2), —- 2) /.\ 

Pr + BI - IR +3 PB 


5) 3 ist proportional der durch die Rippe |z übertragenen Querkraft, 








Ztsehr.f. angfew. 
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Die zueehörieen Grenzbedineuneen sind 


Al- I) Pat 1) 0) 

und Br () Brit og VO)H- PB NE=O 
), Ie FFIR ie DE 1}, . 
ch di, a 
ir Bi... u 
Pa \s v „Ps v) j Pı 0) 





(sefragt ist der Verlauf von 5, und 5, in Abhängigkeit von P, und P,. Die Beziehungen (1.5) 
und (1.6) führen auf zwei belastete, nicht lineare Integralgleichungen, deren allgemeine Syste- 
matık noch nicht vorliegt. 

Die Kinführunz «leieher Endmomente und gleichbleibende Längskraft der Holme er- 
mörlıcht erstens geschlossene Ausdrücke für dıe Lösungen, zweitens sind für diese „völliesten“ 
Belastungen die niedrigsten Kippziffern zu erwarten. Die Vernachlässigung der statischen 
Rippenverbundwirkung bewirkt wie man annehmen kann ebenfalls eine Erniedrigung 
der Stabilitätserenze, weil dureh den Wegfall des Belastungsausgleiches infolge der statischen 
kippenverbundwirkung die Holme früher die kritische Belastung erfahren. 

Unter den obigen Voraussetzungen werden Zusammenhänge zwischen der Belastung und 
den Kenngrößen des Rostes für neutrales elastisches Gleichgewicht hergeleitet. Die zugehörigen 
l.asten können als oberste Schranke angesehen werden, bis zu welcher beı veränderlichem 
Bieeunesmoment und veränderliceher Druckkraft sicheres elastisches Gleichgewicht herrscht, 
wenn «die Höchstwerte der veränderlichen Lastverteilune zum Vergleich herangezogen werden. 
Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit sollen erste Anhaltspunkte zur Abschätzung der Kipp- 
knieckgrenze zweiholmiger Rostabschnitte sein, wenn die Holmquerschnitte verhältnismäßig 
schmal und die Rippenanschlüsse nieht sehr starr sind und wenn weiters die Druckkräfte 


verhältnismäßıe eroß sind. 


2. Die Energiegleichung und die Differentialgleichungen. Bedeutet /,; die Formänderungs- 
arbeit, Z, die Arbeit der äußeren Kräfte während des Kıpp-Vorganges, so ıst der ver- 


schwindende Ausdruck 


* PERS EN, ; >. Tu EN © 


zugleich ein Extremalwert [10]. 7, setzt sich zusammen aus der Arbeit der Endmomente Lu 
und der Arbeit der Druckkräfte L,.s- 
Der Anteil des Krümmungsvektors der Querbiegung in der Riehtung von M ist — pP, mit 


% nv . : : i . ; : . ; j : 3 , : 2.2) 


I12]. Wir erhalten demnach 


lau 4 \ y" B, dx M,\ y Ps dr 2 Ale ar cr Tr 
Die Arbeit der Druckkräfte ist [10] 
l 
N | 
Ins -(S,+8S)\vydz . . : 2 2 2 200020. (24) 


Die Arbeit der inneren Kräfte ist mit Beachtune von (1.1) die Summe aus 


/ Ba 
la I\y’da (2.9) 
I 
li;c a ( \(#, "7 Pa \dır ; i i A : } i i 5 : (2.6) 


„ 
0 


und der Arbeit, welche von den Rippen bei ihrer Verbiegung während des Kippvorganges 
aufgenommen wird. Denken wir uns eine Zwischenrippe in den Anschlußpunkten durch- 
schnitten, dann ergeben sieh in einer Ebene senkrecht zum Rost die in der Abb. 3 ein- 
getragenen verbiegenden Kräfte. Der Höhenunterschied der Anschlußpunkte ist wegen der 
Voraussetzunzen a) und fJ) von zweiter Ordnung klein. Wir können deshalb die Tangenten- 
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neigung der Rippe in den Anschlußpunkten gleich den Kippwinkeln setzen. Mit B,/l als 
Rippensteifigkeit pro Einheit der Holmlänge erhalten wir als Schnittreaktionen 


B, ) ) ) RB, ) N | E73 ) 
IL 5 8. "7 Doh Mt, Ed, Tr pP, (2.4) 
Su | Se ati u? aa indie, 
und 
> b, ) ) ) 
I’ .) pP: | PP») (2.9). 
k 


Die Momente m,, m, leisten auf dem Wege von Null bis #, bzw. von Null bis $, die Arbeit 


ö 
| | 2 
„ m,P, bzw. 5 m, P,, zusammengelaßt 
! 
B.( 
/ u, } ) »’ » AM 
hip Ih \(P, Pı Pe "T Pe Ida . er j a. 
M 


Die Arbeit der Transversalkräfte p, welche die Hauptbiegung während des Kippvorganges 
ändern, würde in Anbetracht der Formel für L,„ Glieder mit den Faktoren y” 5° enthalten, ist 
also von dritter Ordnune klein. Die Arbeit der Torsionsmomente um die Längsachse der 





ge 2h - 


Abb. 3. Zur Herleitung der Rippenreaktionen. 


Rippen wäre von vierter Ordnung klein, da diese Momente linear von der Differenz der 
Krümmungskomponenten der Holmachsen in der Riehtung der Rippenachsen abhängen, die 
selbst von zweiter Ordnung klein ist und der Drehwinkel hierbei dureh die gleiche Differenz 
gegeben ist. Die Arbeit der in den Anschlußpunkten parallel zu den Holmachsen übertragenen 
Kräfte ist von dritter Ordnung klein, da den linear von y’ abhängizen Kräften ein Weg von 


der Größenordnung ' entspricht. Die Arbeit der Rippenlängskräfte in den Anschlußpunkten 
ist von vierter Ordnung klein, weil die von der Verschiebung %, 9, linear abhängigen Längs- 
kräfte auf dem Weg 9, — 9, eine Arbeit leisten, der nach Voraussetzung g) klein gegen y 
ist. Ks verbleibt noch die Arbeit der in der Rostebene in den Rippenanschlußstellen über- 
tragenen Momente. Der Drehwinkel der Endtangenten ist y’, in der Rostebene gemessen. 
Wir haben demnach in (2.9) 5, und 5, durch y° und nach früherem RB, dureh A, zu ersetzen 
und erhalten 


\yda ee 


Hiermit sind alle 6 an den Sehnittstellen übertragene Rippenreaktionen berücksichtigt. Fassen 
wir alle Anteile von zweiter Ordnung zusammen, so wird 


I 
Aerriatr Fr se 
. ma® ) t l ol)» 4 / 
\ ı /Fı Pa} > 1m)" 
er er 
B; 4 ) ) | »o N | R ‚. ‚2 | r 
ıh Pr’+hPtPp)t+tZeh, + )t+AyYy (da 





Da für A/’B>0O und C/B>VO kleinere Größen als die zweiter Ordnung exakt zu vernach- 
lässigen sind, so führt unter dieser Voraussetzung die Energiegleiehung (2.11) zu exakten 
Ergebnissen für einen Rost, dessen Holme als schmale Schienen mit verschwindender Dicke 
angesehen werden können. Nach Einführung der dimensionslosen Größen 


Ml M,1°) Fr. 
M=/4C m, vac Pe ie. RR 


6) m, und m» sind „„Kippziffern‘“ [12]. 








Ztscehr. f.angew. 
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Ah Ch 
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f y/l (2.15) 
erhalten wır mit & x/! nach (1.2): 
\ | | | FE. | 
N \jtrim ?, m, /,), 7 
0 a a en a ae 
> ) | n [3 A A 
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Die Null gesetzten Euler-Lagrangeschen Ableitungen der Energiegleichung (2.16) ergeben 


als Differentialeleichuneen des Problems: 
nIVY-+-(8 3a)ny" .- z (m, P, m,P, ) 


A r‚ 1 ) 
und nn, | an tP: b(2p,+P,)=V 
(2.18). 





nt; | N tPe DIE 5, + P,)=V 





Aus den Kirchhoff-Clebscehschen Gleichungen für das Gleichgewicht dünner Stäbe [9] 
lassen sieh unter den «zleiehen Annahmen und Voraussetzuneen Gleichungen herleiten, die 


nach Einführung von + y” für die Krümmung der Querbiegung und p’ für den Drall lauten: 
\ .) ei | I, 9 + 4” 
„"Y+@-30)y’” + (m, B,” +m,Pß,”) 1 )=0... 0. .(217a) 
y A IE 
A A\ a; ;, ) } f ) 
YA +ß)=0 
(2.18a). 
und 
A " ‚ u} .) ) ) 
Mt, N‘ (1 TR Pa Db(22.+P, () 








Für 1/R>0, (/B >VÖ stimmen die beiden Differentialgleichungsgruppen überein. Die Gl. (2.17 a) 
und (2.1Sa) beinhalten eine teilweise Berücksichtieung der endlichen Verhältnisse A/B und C/B. 
wie sie in praktischen Fällen immer vorliegen. 

Der weiteren Behandlung werden die Gl. (2.17) und (2.15) zugrunde gelegt. Die erwähnte 
teilweise Berücksichtigune endlicher Verhältnisse A/B, C/B kann so erfoleen, daß der Wert 
| E 
(1 Mi vergrößert wird. 

> 


» 
> 


von M an der Kippgrenze im Verhältnis 1: 1 7 


Nach Wegschaffen von !Y und „” aus den Gl]. (2.17) und (2.15) erhalten wir das Gleichungs- 





paar 
I\ (1 ) ’ | | Mi, . } ) 
TORE a) 29! P, DRURUF b F b($s—-Sall2P,+Ps 0 
i (2.19). 
I\ | | ) +.) ı | | ‚9 . ) > 
)) |» m, +-(5 — 9a) 2b) P» +13 nt, a, b P, b(Ss -5all2P,+P,)=V 


Die beiden Gleichungen sind linear, je von vierter Ordnung, haben konstante Koeffizienten 
und sind weiters simultan. Die zugehörige charakteristische Gleichung ist achten Grades. 
Demnach erscheint es mit Rücksicht auf einen tragbaren Aufwand bei der Gewinnung ziffern- 
mäßiger Resultate notwendig, weitere vereinfachende Annahmen zu machen. 


jand 18, Heft 5 
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3. Der behandelte Sonderfall und die zugehörigen Grenzbedingungen. Wir verwenden zur 
Kennzeichnung die betreffende vereinfachende Annahme. Als solche setzen wir fest: 


m, =m, bzw mw,=—M,. 


Als Grenzbedingungen wählen wir vier Fälle, die dem beiderseits gelagerten Knickstab ent- 
sprechen und bezeichnen wie bei Grammel und Karas [11], [10] mit Fall I bis IV. Als 
Fall IV fungiert bei den genannten Verfassern der Kragträger. Hier ist der Fall des Krag- 
trägers weniger interessant, weil praktisch druckbelastete Kragroste nicht von Bedeutung 
sind. Hier beziehen sieh die für Fall IV angegebenen Grenzbedingungen auf einen in den 
Mittelpunkten der Endquersehnittsflächen mit Kugelgelenken abgestütztem Rost, dessen End- 
querschnittsflächen durch Mitdrehen des Momentenvektors während des Kippvorganges und 
infolge der Kugelgzelenke kein Drehmoment übertragen. Der Vektor M bleibt hierbei in der 
Rostebene und gleichzeitig normal zur Endtangente. Diese Annahme kann beı Versuchen 
durch starr angeschlossene Endhebel leicht verwirklicht werden. Die einzelnen in Betracht 
gezogenen Fälle sind in der Abb. 4 schematisch dargestellt. Je zwei gegenüberliegende 
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Abb. 4. Befestigung der Holiınenden, 
schematisch. 


Holmenden haben die gleiche Befestigung und zwar sind sie frei drehbar in Schneiden senkrecht 
zur Rostebene, fest eingeklemmt oder in raumfesten Kugelgelenken frei drehbar. Im einzelnen 
lauten die Grenzbedingungen beı 


Fall l BOB ern Ber Her er ld)=G. . . . »: MM, 
Fall Il BO=-$ (der (en Ger)nfl SEE . (3.2), 
Fall II] Bei Adern Wer ()=nl® med. . 2-6: 
Fall IV PO)=P(l)=n QW)=n (l)=0 


(m? — 356) (0) +’ (0)=0, 





{ 300 | für m, = Mm 
(m’—3b)PA)+ pP A)=d (3.4). 
(m? b) a (0) + p" (0) 0,] 
u a für m, N, 
(mı° DPA) +P d)=0O | 


Daß in jedem Fall sechs Grenzbedingungen sechs linear voneinander unabhängigen Integrations- 
konstanten entsprechen, ist aus dem folgenden Punkt ersichtlich, ebenso die Bedeutung von ß 
in den Grenzbedingungen. 


4. Die allgemeinen Lösungen und die Kippbedingungen. Wir setzen den Gl. (2.17) und (2.18) 


meine, .. 2 4.1»: 5 7 er ri HH EN 
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und erhalten nach Entfernen von y!Y und „7 





| n /] 
Ar |» m’ 5 3a 2bJP, } (> m b/P, b (5 >3a)(2P, HP.) 0, 
(4.2) 
 [\ [1 212.9 > m | ! zZ 9 IA LA 
); Piz m’r9 u 2b} pP, -| > Mm bp, b (s an)(2P,rP,) 0 
Nach Einführune der neuen Veränderlichen 
3 | 3 [7 
I (PD, t Pa») e i i ; ; r i . i a ö : (4.3) 
in die zusammeneezählten Gl. (4.2) ereibt sıch 
PN Hm? HS —3a—35b) BP" —308 —-3aP=0 . .. 0.0... (44). 
Mıt 
m’ -+-8$ V, 3(la-+b) m und >b(s IE We (4.5) 


erhalten wir formal dieselbe Differentialgleichung wie bei Grammel und Karas [11], [10], 


+ . w) ud ee Ver. |, 


Mit Einschluß der Grenzbedingungen besteht eine kinetische Analogie jedoch nur im Fall I, wo 


auch die Grenzbedineuneen analoe sind. 


Die Lösungen von Gl. (4.6) sind verschieden, je nachdem $ >3a oder S<3a oder 8=3a 


ist. Für s> 3a übernehmen wir die Lösung [11] 
P=Akofi, E+BSimA, E+l(Cecos/i,5+Dsind,E .(4.7a) 
mit 


Ih " m\” j m ” m\* 
/ ) -| | 3 IrUu, hs R\ -| | 3 ru . .(4.8a). 


Für s<»a lautet mit 


"Re | ABB VI? a SE a a 


und /, wie vorher die Lösung 

P A’cosi, E+P’ sin! E+ (’cosi,&+ D’sind, .(4.7b) 
und schließlieh für Ss 5a mit 
(4.Se). 
p I = BE+-Ücos/ii+ ET Ur (4.7e). 
Die zugehörigen Lösungen 7 ergeben sieh unter Beachtung der Festsetzungen (4.1) und (4.3) mit 


Hilfe der zweimal integrierten Gl. (2.15) der Reihe nach zu 


ra 
| | 3b pe FE ER 3b En ze te 2 
7 ı .,)[ACvj 4, E+BEind, 2 + (1-+ -,)[C cosi, &+Dsin/),&]+EE+ F\ (4.9a), 
m | R ı" i i | 
| ( 
l ’ > D E 9 m 3 9% ' >b ’ > ei - « Tu : 
7 - (i Hzrajld cos/i, £+P’sınA  &]- (1 | „.)1e cos /,£+D’sind,&] +E’S+ Fb) 
une 
( 
| 4 35 1 &°/2+ BE?G6) 1 +". )[ö eos 2 +-Dsin4&]+ KE+ j\ (4.9) 
Zu m | Se ie .; u, ein PEST ° Fee 


In ähnlicher Weise wie für m, = m, ergeben sich für 


nt, u: 3 ee (4.10) 


und 


| 
Bat, ir 120 Sa NE Fe 





rew. 
ech. 


6). 


Wo 


sa). 


sh) 


‘b) 


Se). 


mit 


ya, 


Yb) 


Ve). 


10) 


11) 
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Differentialgleichungen, die sich von denen für m, = m, nur in dem Faktor vor b eins statt 
drei unterscheiden. Wir erhalten demnach aus jeder allgemeinen Beziehung 
für m =m, die für m, m, geltende, indem wir 3b durch Db ersetzen. 


Die Kippbedingungen sind in der folgenden Tabelle (4.1) für m, = m, angeschrieben. Hie- 
bei wurde noch abkürzend gesetzt: 
A 1—3bjA,?, A,=1+3bji,, A/=1+3bj4,° und A I +3b/4? (4.12). 


Tabelle (4.1) 











Fall 8, 3a Kippbedingung für m, m, 

BE ar Kr were» 
| 33T oder explizit mit 2 =1.28... 
3b(s—- 5a) +1’ +Ss - Hla+bdb)I (nn) =(nn)' . . (413). 
s>Ba A, 1—4/294)=4,(1—Altgd,):e » : » . . .(414a), 
Il 8 —Ba Db=Al-—Alte)) . :» 2: 2 2 2. „I(414b), 
<30 A, A—A,Itgi,)=A,(1—4ltgi) -» » » . . (Al4c). 
ey, (a6 
1, A, Sind, +4, 4,sind, 44A,(&ol4,—1) 4,4,(cos4,—1) 
s>»Ba A,(&of A, —1) — A,(cosA,—1, A,(Sini, —4,) A, (sın A, — A,) 0(4.15a), 
Goj 7, COS R zn ), sin A, 

B 

I | 3=38 Al24 (cos -1)(1—-b)+53b (sin —%)] | | b’-/°,17]sinZ .(4.1l5b), 


/, A, sinA, +4, 4, sin /, ),, 1, (cos A, ) /, A, (cos A, 1) 


' 


8<3a| A, (cos4,’—1)— A,(cos4,—1) A,(sinA’—A,) 4,(sin d, — 4,)|=0(4.15c). 


COS A, — C08S4, sin 4, sın /, 
> ı..'.. „. . IA. # -3:—-1' wW—-3Jı+4° 
s>B3a Coj i,cos4, —1=— EinA, sind, 14: — re | (4.16a), 
a 2 \\,m?—-3b+/4? A, m—3b-4,} 
IV Iıs=3a un ae a 
} erh er -m-2 e-B-1% 
8< 3a | COS A, COS A, „sin 4, sin 4, | I —— a re a (4.16). 
3 we -3 1 er -B-1N 


Die Kippbedingungen für b=0 erhalten wir zufolge von «0 in den Gl. (4.27) durch einen 
Grenzübergang /,>0 bzw. 4, >00 in der Form 


a, iA, . für Fall II . . . . .@.14d), 
2 (cos4,—1)+4,sind, =0 für Fall II . . . . .(4.15d) 
und 
m’ 


2 (cos 4A.,— 1) +4. ————— sin 4, =0 EEE . 5:5 AR 
u ? m? —4,? ' 
Den beiden letzten Gleichungen sind die Nullstellen Null, 272,47,67,... zugeordnet. Wir 
bemerken, daß ın den Fällen II, III und IV die Kippbedingungen für 4,’=7, wohl identisch 
erfüllt sind, daß aber zu 4,’ =/, keine von Null verschiedene Auslenkungen gehören. 
3. Strenge Lösungen. Für die ziffernmäßige Auswertung wählen wir als Hauptveränder- 
liche m? und b, als Parameter a/b und 


Brenn, 5 Wi er er a re 


Da praktisch die Rippen verhältnismäßig schmal sind, ist a klein gegen b, der Einfluß von a 
gegenüber dem von b also gering. a/b bleibt konstant, wenn b durch Wahl verschieden großer, 
aber geometrisch ähnlicher Rippenquerschnitte geändert wird. ce kennzeichnet die Art der 
Belastung eines speziellen Rostes. Bei der Ausrechnung der zu m? und e gehörigen Werte M, 


2) 








Ztsehr. f. angew. 
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S, und 5, ist der aus den Definitionsgleichungen (2.12) und (2.13) folgende Zusammenhang 


l 


2M MI _ 
8,+8)1 © (».1b) 
zu beachten. 

Da m?’ von drei Parametern b, a/b und e abhängt und weil für die praktisch 
wiehtieen und interessanten Bereiche dieser Parameter gesichtetes Zahlenmaterial noch nicht 
vorliegt, wurde die ziffernmäßige Auswertung vorläufig nur in beschränktem Maße und für 
wenize Kombinationen der Parameter durchgeführt. Als solche sind gewählt: ex (reine 
Biegelast), e- 1 und e 0,1 (vorwiegende Druckbeanspruchung), a/b gleich Null und 1/10. In 
einem Schaubild für Fall I, m, = m,, wurde auch noch a/b = 1, ab=1/IW und ce = 0,01 be- 
rücksichtigt (siehe Abb. 5). Die Auswertung ist in erster Linie für m, = m, durchgeführt. 
Da dureh die Verknüpfung a/b die Möglichkeit verlorengeht, für a=E0 aus dem Schaubild 
für m, m, einen Wert m? für m, m, bei b/3 zu finden, werden für m, N, einige 
m’-Werte zum Vergleich angegeben. Die Schaulinien sind in einem doppelt-logarithmischen 
Koordinatensystem eingetragen, mit m? als Ordinate und b als Abszisse. b läuft von 1 bis 
000. Als Zwischenwerte wurde für s>3a 10 und 100, für $< 3a, s—3a und die hier aus 
Platzgründen nieht näher besprochenen Ritzschen Näherungen noch 2, y10, 5, 10, 20, 
y 100, .... angenommen. 


Falll. Es sei, wie man aus der Gl. (4.13) ersıeht, 


+) 
[77 05} >b +) he 
m,“ m’($ 0) 1 r HIS2ar’+BB .;. . 24 a: a 
(n ar)“ 
und er iraure : 5 Eee r rn 
Setzen wir noch 
Wet RE er I Sc Ya 


so ergibt sich in Verbindung mit der Kippbedingung nach Gl. (4.13) 


I Gere  ° 


ein bei anderen Problemen, wo auch zwei Einflüsse zusammenwirken, die für sich allein 
neutrales, elastisches Gleichgewicht herbeiführen können, ebenso zu findender Zusammenhang. 
Führen wir in die Gl. (4.13) e und m,? ein, so erhalten wir die zur Ziffernreehnung sehr ein- 
[ache Beziehung 
2 
n? un re A 
z (1+5b/nm)’) +1 

Man erkennt, daß für große Werte von e je nach der Größe von b der niedrigste Wert von 
m? verschiedenen n, also Wellenzahlen von 7 und 5, zukommt. Setzen wir zwei verschiedenen 
Wellenzahlen », und », zukommende Werte m? einander gleich, so erhalten wir nach kurzer 
Rechnung mit b, als Abszisse des Schnittpunktes zweier Schaulinien, die n, bzw. n, ent 
sprechen, die Formel 


L 2 Ik 2 j b q 3 | ) * D ja | | + c) u) > () Wi 
) v _ ) “m ” + - e. 5 
N = N 2 b a N; T N, } $) b/a ce N, N, . . . . . . ( ),.4 ), 


womit wir die Grenze zweier Bereiche rn, und », angeben können. Im besonderen wird für 


Bierung allein, also bei e=x 
a a0 
b, 3 NıN,] Be 


Von Interesse ist auch, für welchen Zusammenhang zwischen e und a/b die Grenze der Be- 
-] und nn, 2 bei b= 1000 liegt, dem in Betracht gezogenen Höchstwert von b. 


reiche », ’ 
Es ergibt sich aus Gl. (5.7) für a/b=1, 1/10, 1/100, 1/1000, Null der Reihe nach ce 1,0165, 
10,170, 102,09, 1062,49, 2309954. Für e=-1, 0,1 ist also in dem betrachteten Bereich 
m?’(n 1) maßgebend. Der negative Wert von ce bei a/b gleich Null entspricht einer kleinen 
Zugkraft neben m’. Für e=b/a schneiden sich zwei zu verschiedenen Werten n aber gleichen 
a/b und e gehörige Schaulinien im System m? — b für b >O überhaupt nicht bzw. erst im Un- 
endlichen, wie man aus der Gl. (5.7) ersieht. Aus Gl. (4.13) ergibt sich weiters mit Gl. (5.1) 
[für bD=w die Formel 


werte . ee rn AR 


"ür ce > b/a besteht eine Einhüllende der zu gleichem a/b und ce aber verschiedenen n ge- 
hörizen Kurven. Sıe lautet 


m’+8s=3la+hb)+2y3bBa—s) . .» 2 2.2.2. .68.10). 
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(9.9), 
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Da ın der gewählten Darstellung mit a/b als Parameter a mit b Null wird, ist die Einhüllende 
nur für S=0 reell. Da negative Werte s$, Zugkräften entsprechend, nicht in Betracht ge- 
zogen werden, erscheint die Einhüllende nur für ce=®x. Nach Einführung von a/b in (5.10) 
wird dann 

wall Fa +2Yva/) . :. » .». 2 = 2 2 5. +), 


die Einhüllende ist also zugleich gemeinsame Tangente und gelit mit einer von a/b abhängigen 
Neigung durch den Ursprung. Aus der Herleitung erkennen wir, daß die Formel (5.9) eine 


obere, die Formel (5.11) eine untere Grenze angıbt. Die nach der Formel (5.6) berechneten 
m?-Werte sınd in den Schaubildern Abb. 5 und Abb. 6 eingetragen, Ziffernwerte sind in der 
Tabelle (5.1) sowohl für m, = m, als auch für m nm, enthalten. Bemerkenswert ist, daß 


1 
der Unterschied zwischen den m?-Werten für m, =m, und denen für m, = - m, um so ge- 
ringer wird, je kleiner e wird. 

Die Kippbedingungen der Fälle II und IV wurden zum größten Teil unter Heranziehung 
Rıtzscher Näherungen über welche an anderer Stelle berichtet werden wird durch 
Probieren aufgelöst. Weil hier die Schärfe der Ritzschen Näherungen über den ganzen Be- 
reich von b mit einem tragbaren Aufwand nicht sehr hochgetrieben werden kann, mußte das 
Probieren mit verschiedenen m? öfters wiederholt werden und zwar so lange, bis die letzte 
Ziffer eines angegebenen Wertes von m? nieht mehr geändert wird. Da mindestens vier Ziflern 
angegeben werden, ist m? mindestens auf +5.10°* seines Wertes genau bestimmt‘) Für 
e=1 und e=01 wurde mit einem gewählten Wert m? 4, und /, nach den Gl. (4.Sa) be- 
rechnet. Für e=x erweist es sich als vorteilhafter, etwa den Wert 4, aufzusuchen, welcher 
die Kippbedingung erfüllt und m? im Nachhinein zu berechnen. Man erhält aus den Bestim- 
mungsgleichungen für 4, und 4, allgemein 


Io 


mW—Bla+bD) HA HA? 2. et een. + BIP) 


‘) 


und Mg RD: 7 ; er ee © 5 ' 
Untersucht man, für welchen Zusammenhang zwischen 4, und /, m? ein Minimum wird, so 
erhält man wieder die Einhüllende des Falles I für e=%x, Gl. (5.11). Die Minimumsbedingung 
lautet 

5 5 ee a 


die wie sehon erwähnt wurde in den Fällen II. III und IV auf nieht von Null ver- 
schiedene Auslenkungen führt. 


Fall II. Dem ersten Schnittpunkt von 75, und 5, in der Gl. (4.14e) entspricht A, = 4,. 
Nach obigem tritt erstmalig neutrales, elastisches Gleichgewicht beim zweiten Schnittpunkt 
5 =%, ein. Trägt man die A,-Werte dieses Schnittpunktes über b auf, so zeigt der Kurven- 
verlauf beispielsweise für a/b = 1/10 bei b-- 18,7 einen Knick, der in dem Vorzeichenwechsel 
von ?%%, begründet ist. Man erkennt auch, daß für b< 187 7 im Intervall O<Ef<I einen 
Wendepunkt hat, für b > 15,7 deren zwei. (Siehe auch die Abb. 10. Die mit 7” angeschriebenen 
Kurven entsprechen dem exakten Wert, die mit 7”r» angeschriebenen einer Ritzschen Nähe- 
rung.) Die m?’-Werte sind in der Tabelle (5.2) angegeben und in der Abb. 6 eingetragen. 
Dort ist für e—=® und a=b/l0 auch der dem dritten Schnittpunkt 3, == %, entsprechende 
m?-Wert eingetragen. Man sieht, daß sich die zum zweiten und die zum dritten Schnittpunkt 
5, =% gehörigen Kurven nicht wie im Fall I überschneiden. Die Annäherung dieser 
m’-Werte an die Einhüllende des Falles I ist eine sehr große. Der Unterschied ist beı 
b — 100 2,04°/,, bei b = 1000 0,157°/, für die erste kritische Last, für die zweite kritische Last 
sind die Hundertsätze 7,34°/, und 0,769%,. Für m, m, wurden bei b= 100 m’-Werte 
berechnet, die in der Tabelle (5.2) in Klammern stehen. 


Fall III. Aus den schon erwähnten Gründen wird die Auswertung der recht komplizierten 
Kippbedingungen dieses Falles vorderhand zurückgestellt. Zum Vergleich mit den Lösungen 
der anderen Fälle ist in der Abb. 6 eine Ritzsche Näherung eingetragen, die bei bD=0 die 
exakten Werte liefert und die bei a=0,b=x,ce=1lunde=0,l einen größten Fehler von 15,6", 
aufweist. Auf diesen Fehler kann an Hand der Formel (5.9) geschlossen werden, weil bei der 
Auswertung der Kippbedingung (4.14a) des Falles II für bD>» die Werte e(3a + 20,19) an- 
genähert werden. Der zweite Summand in der Formel (5.9) ist also aus Analogiegründen 
allgemein (m?’+s)(a=0, b=0), im Fall III demnach 47°. Die Rıtzsche Näherung für a=0, 
b—® ist ce (45,625), woraus sich der genannte Fehler ergibt. Die Kennzeichnung als größter 
Fehler erfolgt in Analogie zu den Fehlern der Ritzschen Näherungen der anderen Fälle. 

?) Bei den Ziffernreehnungen wurden die bekannten „Sieben- und mehrstelligen Tafeln der Kreis- und Hyperbel 
funktionen usw.“ von Keiichi Hayashi mit besonderem Vorteil verwendet. 


2u* 
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Fall IV. Setzen wir in der Gl. (4.16e), für kleine A,’ bzw. 4, 
” De 7. SEE er Rt. 
| — cos 4, cos4, = —>-(4,’ +4,?) und BAER A: RE 


so verbleibt 

a el Het et re ae 
),, und 4, sind klein, wenn a und b klein sind (siehe Gl. (5.13). Da a mit b Null wird, 
nähert sich m? für bD>V und e = x asymptotisch den Werten nach Gl. (5.11), wird also für b=0 
Null, zum Unterschied von den anderen Fällen, die für a=0, b=0 endliche Lösungen haben. So 
ist z. B. für a 0,001, b =0,01 m? für A,’ = 4, 0,05197, an der zweiten Nullstelle von (4.16e) 
0,05228. Für b=1l, a=- 0,1 liegt der m?’-Wert knapp unterhalb des Wertes für Fall I. Bei 
b=-5, a=05 wird bereits die asymptotische Lösung (5.11) bis auf einen praktisch ver- 
schwindenden Unterschied erreicht. Bei bD=20, a=2 ist dieser Unterschied nur mehr in der 
9). Stelle und ist dann weiter wegen der Genauigkeitsschranke der Rechnung, die hier in 
der Größenordnung von 0,000 000 002 Iiegt, nicht mehr zu erfassen. Für a=0 ist die Gl. (5.11) 
in der Form m?=>»3b die Lösung. Für e< x wird m? wieder mit b>0 Null, mit steigendem b 
werden die Lösungen des Falles I von unten her angenähert und für bD=» asymptotisch 
erreicht. Ziffernwerte von m? für Fall IV sind in der Tabelle (5.3) angegeben und in der 
Abb. 6 eingetragen. 

6. Bemerkungen zur praktischen Anwendung. Die bisher vorliegenden Ergebnisse können 
zum Vergleich zweier Roste mit Bezug auf die Höhe ihrer Kippgrenze und zur Nachrechnung 
der „Kippsicherheit* eines Rostes verwendet werden. In letzterem Fall werden die Lasten 
an der Kippgrenze zu jenen, bei welchen in den Holmen die Anstrengung erreicht wird, die 
die sicheren Lasten begrenzt, ins Verhältnis gesetzt. Die notwendige Höhe der so definierten 
rechnerischen Kippsicherheit müßte erst statistisch durch Nachrechnung möglichst vieler, ein- 
schlägiger Fälle festgesetzt werden, weil vorderhand die Kıppgrenze für die Belastungsarten des 
Rostes, die der statischen Berechnung zugrunde gelegt werden, noch nicht erhoben werden kann. 

ls besteht die Möglichkeit, aus den in der Abb. 5 und 6 angegebenen Kurven ce = konst. 
für Näherungen solehe für andere Werte von e ohne besondere Rechnung herzuleiten. Man 
macht sich den Umstand zunutze, daß im logarithmischen m? — b-Schaubild die Abstände 
der Kurven a/b = 1/10, a=0, (a/b = 1/100) voneinander für gleiches b nahezu unabhängig 
von e sind, wenn man Kurven, denen im -Verlauf die gleiche Zahl von Wendepunkten zukommt, 
vereleieht. Im Fall I sind die Kurvenabstände für gleiches b exakt dieselben. Wir haben 
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Tabelle 51, m? für Fall l. 
m Wi u a b/10 
l h 
N, n X ( 1 C 01 fi X ( 1 C 0.1 
() 9.8696 1.0348 0.8972 9.8696 1.035 0.8072 
z | 12.8696 5.585 0.9167 13.261 9.755 0,0445 
24 10 39.8696 7.911 0.9631 51.989 10.316 1.25587 
e 100 309,8696 9,565 0,983827 920,13! 38,639 3.974302 
"7 1000 3009.8696 9.837 ).I86H369 »198.9?) 308.857 30.976803 
>x >3b-+7° >? > #/10 15.197307 b —>3/10b-+- an? —>3/100 b-+ n?,10 
() 9.8696 4.9348 0,8972 4.8696 1.0348 0,8972 
E l 10.8696 ».1727 0,0048 11,2000 5.3300 0.9323 
10 19.8696 6,5942 0.9403 25.9092 8.5985 1.2261 
Il m 0» - and * ‘ . m O)E ‘) pr r 
| 100 109.8696 3.05609 0.9782 245.469) 36.5833 3.0515 
= 1000 1009.8696 9.7741 0.O860 2403.945 ®) 306.8705 30.0567 
>X >Db-+n? >n? > 12/10 > 23945 0b | >3/10b + 7? >3100b + 7?/10 
Fußnote 2) 4\ 
Wellenzahl 10 2 7 


Tabelle 52. 


m? bei n 


m’ für Fall 


> 7 1251.77 








34475.86 


443.833 


31706.2>2 


Tabelle 53. m? für 


all IV. 








b © a ==) (I b 10 b ( () ( b I0 
20.1907 20,1907 ” 0 N 
() | 10.0954 10.0954 () () () 
0.1 1.8355 1.8355 04 0 0 
24.964 25.396 a 12.942 
x % «) “* Pt 
ER, EM Ei 2,379 2,443 
0 8627 8960 ._ By 
a LEO 1,090 0.1 0.7689 0.7923 
2 29.309 0.237 
1 I X 6 16.052 
102 34.146 3,124 mr 
r 1.16? 14.136 102 X 4.4868 19.706 
« d . Pa i ” ) 
> x 15 25.987 
58,515 66.6549 
10 ) 15.141 17.385 ac 30 51.974 
041 1.954 2.245 10 71.604 3UH00> 
01 0,0589 1.2509 
20 90,435 114,76 
10° 126,21 174,07 20 | 60 103,947 
50 181.98 270,85 10° x 94.868 164.355 
) X 150 259.868 
32.98 230,30 
(131,45 249,60) *) X 300 19.74 
100 1 19.094 17.485 100 9,562 *) 38.630 
(17,652) 13,814) ) 0,1 V,OSBS 3.9742 
0,1 2,008 4.991 
(1.991 (4,948) *) 200 en 600 1039.47 
DR 0: YA8.68 643.55 
200 632,89 1049,55 ur | x 18,6 1649,00 
5 n; >00 X 1500 298.68 
10? 981.69 1653.36 
500 1533,09 2608,53 x 3000 197.37 
023.15 5207.11 1000 3.8979 308.856 
I), Ip Fa a 
1000 | 20.07 318.14 0,1 V,ISH6, 30,768, 
0.1 2.018 31.999 .. 
| 20,19 rn 0.1 st? /10 
= 0.1 2.019 
*) 1, = — Mm, *) für m, 11, 9.0281 
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Abh. %. 
also nur über einer Ähnlich einzezeichneten Grundkurve a=0 mit Asymptoten — Eu 
2 
’ 
| 1, 3 tn? für bD=0O und cr? c%0,19, c4n? fürdb=x die besagten Abstände 
Cr ker m 


aufzutragen. Die angegebenen Asymptotenhöhen entsprechen der Reihe nach den Fällen I, II, III. 
Im Falle IV empfiehlt es sich, die erwähnte Grundkurve für a=0 nach einer Ritzschen 
Näherune festzuleeen. s16 
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Figenschwingungen in brennenden Gasgemischen*). 
Von @ottfried Guderley in Braunschweig. 


I. Einleitung. Nielsen beschreibt in seiner Dissertation') folgenden Versuch: In einem 
abgeschlossenen zylindrischen Gefäß von etwa SO cm Länge und 20 em Durchmesser befindet 
sich brennbares Gasgemisch. An einem Ende des Gefäßes ist eine Einrichtung zur elektrischen 
Zündung, am anderen Ende ein Quarz zur piezoelektrischen Druckmessung angebracht. Es 
wird gezündet und der Druckverlauf während der Verbrennung als Funktion der Zeit auf- 
gezeichnet. Das Ergebnis der Versuche ist überraschend. Dem Druekanstieg, wie er nach 
dem Fortschreiten der Verbrennung zu erwarten ist, überlagern sich Eigenschwingungen der 
brennenden Gassäule, deren Amplitude meist ziemlich stark anwächst, teilweise, besonders in 
den höheren Frequenzen, aber auch wieder ein Absinken zeigt. Diese Schwingungen beein- 
flussen die Verbrennungsgeschwindigkeit. Nielsen brachte eine künstliche Dämpfung an 
und erhielt dann eine verzögerte Verbrennung. Für den Techniker ist diese letzte Erscheinung 
und vielleicht auch die Schwingung selbst von Interesse, man denke an die Vorgänge 
im Vergasermotor. Bei der physikalischen Deutung dieser Erscheinungen entstehen folgende 
ragen: 1. Wie werden diese Schwingungen hervorgerufen, und wie ist ihr Anwachsen und 
Abfallen zu erklären? 2. Wie kommt der Einfluß auf die Verbrennungsgeschwindiekeit zu- 
stande? Die vorliegende Arbeit will einen Beitrag zur Lösung der ersten Frage liefern ; 
folgendes Problem wird theoretisch behandelt: In einem abgeschlossenen Gefäß befindet sieh 
brennendes Gasgemisch. Die Verbrennungsgeschwindigkeit sei klein gegenüber der Schall- 
geschwindigkeit. Es soll angenommen werden, daß ein periodisch schwankender Druck an 
der Verbrennungsstelle auch in der Verbrennungsgeschwindigkeit periodische Schwankungen 
hervorruft, der Zusammenhang dieser Schwankungen in der Verbrennungsgeschwindigkeit mit 
den Druckschwankungen bleibt hinsichtlich Amplitude und Phasenverschiebung wählbar. 
Hierdurch ist jeder physikalische Einfluß des Drucks auf die Verbrennungsgeschwindigkeit 
erfaßt, z. B. auch der Fall druckunabhängiger Verbrennungsgeschwindigkeit. Zu einem 
beliebigen Zeitpunkt mögen die Teilchen vorgegebene Lagen und Geschwindigkeiten haben. 
Diese seien so gewählt, daß die Abweichungen von den Lagen ausgeglichenen Drucks klein 
sind und klein bleiben. Es soll nun berechnet werden, welche Bewegungen die Teilchen aus- 
führen. Dabei interessiert insbesondere das Schicksal der Eigenschwingungen, aus denen 
die Anfangsabweichungen bestehen. 


II. Bezeichnungen. Die Länge des zylindrischen Gefäßes seı I, seine Achse liege waage- 
recht. Links werde gezündet. Die Brennfläche wandere als Ebene senkrecht zur Zylinderachse 
von links nach rechts. Alle Teilchen auf einem Querschnitte mögen sıch gleichartig verhalten. 
Aus der Gasmasse sei ein Zylinder vom Quersehnitte 1 herausgesehnitten; auf diesen allein 
beziehen sich die weiteren Untersuchungen. Wo eine Unterscheidung notwendig Ist, werden 
Teilchen links der Brennfläche (verbrannte Teilchen) durch den Index I, Teilchen rechts der 
Brennfläche (unverbrannte Teilchen) durch den Index r gekennzeichnet. Werte, die an der 
Verbrennungsfront gelten, erhalten den Index ®. Als Verbrennungsgeschwindigkeit sei die Je 
Zeiteinheit verbrennende Masse definiert. Es ist wahrscheinlich, daß die Verbrennungs- 
geschwindigkeit durch den Druck an der Verbrennungsstelle beeinflußt wird. Herrscht dort 
ein periodisch schwankender Druck, so wird auch die Verbrennungsgeschwindigkeit periodische 
Schwankungen um einen ausgeglichenen Wert zeigen. Dabei sollen auch Schwankungen mit 
wechselnder Frequenz und veränderlicher Amplitude als periodisch bezeichnet werden. 
u bezeichne den ausgeglichenen, «u, den wirklichen Wert der Verbrennungsgeschwindig- 
keit. w« sei vorgegeben. Wir führen substantielle Koordinaten derart ein, daß x die Masse 
des Gases ist, die sich zwischen dem linken Ende des Zylinders und dem betrachteten Teilchen 
befindet. Ist « als Funktion der Zeit gegeben, so kann die Lage der Verbrennungsfront im 
Material, die bei diesem ausgeglichenen Verlauf der Verbrennungsgeschwindigkeit eintreten 
würde, berechnet werden. Sie sei x,. Es ist u=d.x,[dt. Zur Verbrennungsgeschwindigkeit «, 
gehört als materielle Lage der Verbrennungsfront @,;. Es ist u,=d.a,,[dt. Esseı Jun, u 
und Az. =, — &y: 

Die Drucke seien p, die Temperaturen T, die spezifischen Volumina ». Der ausgeglichene 
Zustand am Anfang sei gegeben durch die konstanten Werte p,, *,, T,. Ein Teilchen werde 
adiabatisch von seinem Zustand in einem beliebigen Zeitpunkt auf den Druck p, gebracht; 
sein spezifisches Volumen bei diesem Drucke sei »,;, bzw. v,, Je nachdem, ob das Teilchen 


*, Von der Technischen Hochschule Dresden zur Erlangung der Würde eines Doktor-Ingenieurs genehmigte 
Dissertation. 

1) Nielsen: Der Einfluß der Eigenschwingungen brennender Gasgemisehe auf ihre Verbrennungsgeschwindig 
keit. (Erschienen in der Zeitschrift „Forschung auf dem Gebiete des Ingenieurwesens“ 4. Band, Heft 6.) 
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dein Verbrannten oder dem Unverbrannten angehört. Ist Wärmeübergane vorhanden, so ist 
";, außer von z noch von t abhängig; »,, ist meist gleich »,, da im Unverbrannten der Wärme- 
austausch und die Wärmeverluste gering sind. Verbrennt ein Teilchen ohne Wärmeverluste 
unter dem konstanten durch adıabatische Kompression erreichten Drucke p,, So sei v/;, der 
dabei erreichte Wert ®,,. Die Werte v,, und ©. werden durch die Schwingungen beeinflußt. 
Mit ®,, und »,„ sollen nur die bei schwingungsfreier Verbrennung entstehenden Werte be- 
zeichnet werden, bei Vorhandensein von Schwingungen wird der Index s beigefügt. 

Die Lage eines Teilchens im Raum wird beschrieben durch seine Entfernung w vom 
lınken Ende des Gefäßes. Halten wir bei einem Vorgange ohne Eigenschwinzungen (die 
Verbrennungsgeschwindigkeit ıst dann u, die Lage der Verbrennungsfront «,) die Verbrennung 
in einem beliebigen Zeitpunkte an und denken uns adiabatisch Druckausgleich hergestellt, so 
ergibt sich ein Druck, der mit p„ bezeichnet werden soll. Die zugehörigen Lagen der Teilchen 
Tun wır das gleiche bei einem Verbrennungsablauf mit Schwingungen, so erhalten 
Wir Pyns Und Ws: Es sei 


seien Mm: 


r | Pm Pm S P’m; | MW m Won S ar ’ 
y wird durch die Gleichung definiert 
Y m Um; 


y ıst die Verschiebung eines Teilchens aus seiner augenblicklichen Mittellage ,,. 

gn Seien die Verschiebungen y für die A-te Eigenschwingungsform. Natürlich ändert 
sich die Eigenschwingungsform mit der Lage der Verbrennungsfront. »,„ sei die zugehörige 
Kreisfrequenz. K sei die kinetische Energie, // die potentielle Energie. Das Verhältnis der 
spezifischen Wärmen sei im Verbrannten x#,, im Unverbrannten x,. Für die numerische Aus- 
wertune wird x als konstant angenommen. Weiter führen wir ein: 


cd, “ Jr ®, 
r I i I 
"Io "los y las y " 
Vı= V,; PB Vo USW. 
©) ur Ö) " 
UV, - uU, vd, 
[ e U,= 
I | 
) ) yp r 
/ / . Pr ] Br + P.. - m 
Po Po Po 
Ill. Differentialgleichungen, Rand- und Übergangsbedingungen. Die Bewegungsgleichung 
lautet 
OP, Od’w 0 AM 
rg v GETRETEN 
w Om i az h 
Daber ist p=p(v, V) bzw. pep(e, V),v=\ ,, w=w(#,t) V, und V, sind im allgemeinen 
VOx 


ebenfalls von x und f abhängig. Die w genügen folgenden Bedingungen: 
für =D ist wa=), | 
für zn, I Wim, in Zar ab re Fe oe 
für 2, ei wu | 
Die zweite Bedingung enthält die Kontinuitätsgleichung für die Übergangsstelle. Es sei für 
einen bestimmten Zeitpunkt #7. = 1%,„ der Wert w an der Verbrennungsstelle. 
vi er ja ke 
Bil," BEls Or \O8),. 
seien die zugehörigen Differentialquotienten. Drückt man die Lage der Verbrennungsfront 
nach der Zeit d&£ durch die Größen im Verbrannten und im Unverbrannten aus und setzt beide 
Ausdrücke einander gleich, so ergibt sich 


Om . (dw\  (öw /Om 
we+ly; BR Hy.) di m. +| 23 er) udt 
TREIL dm |, Jo de\ \ ” 
1, | Ye). | Se | | ir ® | r j Pl eG)? 


eW. 
ch. 


Ist 


110» 


ste 


ler 


kt. 


)e- 


m 
lie 
ng 
so 
en 
en 


I 


— 
. 


[ s 


Band 18, Heft 5 
Oktober 1938 


Guderley, Eigenschwingungen in brennenden Gasgemischen 





Diese Beziehung ist allein aus der zweiten Übergangsbedingung hergeleitet und gilt für alle 
Funktionen. die dieser Bedingung genügen. 

Kine weitere Beziehung liefert der Impulssatz für die Verbrennungsstelle. Ein Teilchen, 
in dem die Verbrennung gerade fortschreitet, sei herausgesehnitten. Links herrscht der Druck pı», 


Buy I. om\ Om i- 5 ’ 
rechts sei er p,„, die Geschwindigkeiten sind | 14 und | Nr Die Anderung der Bewegungs- 
( In ( rv 
eröße des herauseesehnittenen Teilehens wird dadurch hervorgerufen, daß die verbrannte 
re u . [dw fe Ber dr [dw 
Masse u,- dt, die anfangs die Geschwindigkeit | r ‚) hatte, nun die Geschwindiekeit | N, 
( a}, ( Iv 


erhält. Daher 
(/O m (dw\ \ 
ki rn EEE GE GE GEF TER: h). 
a 1 dh or), (ot), 1“ 


IV. Hamiltonsches Prinzip. Es ist bei unserem Problem zweckmäßig, die Lage der Teilchen 
durch die Eigenschwingungsformen darzustellen, mit anderen Worten, an Stelle der x die 
Koeffizienten der Eigenschwinzeungsformen als Koordinaten einzuführen. Den Übergang zu 
anderen Koordinaten vermitteln die Lagrangeschen Gleichungen. Daß diese auch hier gelten, 
soll durch das Hamiltonsche Prinzip gezeigt werden. 

Für unseren Vorgang ist das Hamiltonsche Prinzip in folgender Weise zu formulieren. 
Wir betrachten verschiedene Bewegungsvorgänge, bei denen aber die Werte v,,; und ®,,, für 
jedes Teilchen und jeden Zeitpunkt übereinstimmen. Die »,,; und ®,,s repräsentieren die 
Entropie der betreffenden Teilchen, so mögen solche Vorgänge als Vorgänge mit gleicher 
Eintropieverteilung bezeichnet werden. Es werden Bewegungen verglichen, die alle Teilchen 
von vorgegebenen Anfangslagen ın vorgegebene Endlagen führen und den Bedingungen (2) 
genügen, außerdem seien die ersten Differentialquotienten überall bis auf die Verbrennungs- 
stelle stetig. Die wirklich eintretende Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daß die Variation 

t 


des Ausdrucks \ (/7— K)dt verschwindet. Es soll gezeigt werden, daß diese Formulierung auf 
0 


die Differentialgleichung (1) und den Impulssatz an der Übergangsstelle (4) führt. 

Die potentielle Energie sei folgendermaßen festgelegt. Zu einem Zeitpunkte seien die 
lLaren der Teilchen w; der Druck ist dabei ım allgemeinen von Ort zu Ort verschieden. Stellt 
man adıiabatisch Druckausgleich her, so entsteht der Druck pas, und die Teilchen erhalten 
die Lagen ,,s. Als potentielle Energie mag nun die Arbeit bezeichnet werden, die zu leisten 
ist, um ein Teilchen adiabatisch (d. h. bei konstantem v,, bzw. v,,) aus den Lagen ws ın 
die Lagen w zu bringen. Die potentielle Energie je Masseneinheit ıst daher 
8%) 

\pde. 
8m 


\ox/ms 

Im allgemeinen ist p=p (v, 97,5) bzw. P=p (v,®,95). Das Integral ist bei konstantem v7,s DZw. vu 

zu bilden. Auch bei der Variation sollen die ”7,; und »,,s unverändert bleiben, daher unter- 

scheidet sich das Integral für den variierten Zustand nur durch die obere Grenze; statt bis 
(°°") ist jetzt bi | integri Die Variation wird folgliel 
ist jetzt bis v = 4 zu integrieren. ie Variation wird folglieh Ir 

Or J 0x Vi > Ä ! Ö: 


Dann ist die Variation der gesamten potentiellen Energie 
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zu © 


r 


\ 


Xos lvo 
i 1 N y\ i N )) 
en en 
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Durch partielle Integration erhält man 
Ueo 
‚(op 
ll (Pie Pro) On. + \s.-dw-de. 
, 0 Ss 
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En Oo» ” { , L 7 p op E 
Hierbei ist \ -Ow-dx als Abkürzung aufzufassen für \ -swdac+\ omwdx. Es 
r 0x , Vır Or 
0 0 xvs 


bedarf dieser Bemerkung, da p an der Verbrennungsstelle einen Sprung hat (vgl. Gl. (4)). 
Auch in anderen Fällen ist das Integral in diesem Sinne gebraucht. 
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Die kinetische Energie ist 


Ne\? 
IN 5 \\a,) de. 


Ks ıst 

t t lIvo 

=. Il (/dm\? 

\Kat: ar) trat 
und 

{ !/vo [ 

er i /dw WET 

o\Kdt \dae\l,,) ask. 


Wir integrieren partiell nach #. Dabei ist .zu beachten, daß im Augenblick der Verbrennung 


N 33 
On I bar uPtz ’ ‚ a . 
\; nstetig Ist. Für die Zeit, ın der ein bestimmtes Teilchen noch nicht verbrannt war, 
( 

Om 


erhält man an der oberen Grenze | \5) ‚ für die Zeit nach der Verbrennung erhält man an 
( rv a 


TE 
der unteren Grenze 34) 
( Ir 


{ lvo Ivo t 
f % | On\ 0 n' F "om 
h) dr . “Al a f ) Y 
\Kat \ s\lotl. at). Jr, \ \or Jwdtd.x. 
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jo m N ? = > a j 
Das erste Integral \dı,. 1 N | N} Ä die, bedeutet: es ıst für ein Teilchen der ım 
( / ( Ir 


0) 

yon RE 
yon k \ 
| dm, zu bilden 
\O#/,.. ot). 
zu summieren. Der Inteerand ist demnach eine Funktion 


Ausrenbliek seiner Verbrennune auftretende Ausdruck d. 


und alle diese Ausdrücke sind 
von x2..: deshalb ıst dem d.r der Index vs beigefügt. 
Nun ist #..=.r..(f) und dz..=u,-dt. Damit erhält man 


7 f 
Som oe\ | (Om m 
\den, a I Ar LE \drusılar), a), dr 
und 
4 N vo ft 
Dr ur Om oe, \ (On | 
S\Kdt \drular). (a), gr ' \>77 dw-di-de. 
u 1 DT 
Ks ergibt sıch 
N / Iv,t 
BE ' Om dw \\,., (Wr, m, ,_ 
\(/I—K)dt \j’ro Pie lorl. AZ/TRALG \ \\atoapjdrdrdt. 
7 0 0 
{ 
Aus der Forderung, daß für jede Wahl der ö mw die Variation von \(// - K)dt verschwindet, 
) 
ergeben sich die folgenden zwei Bedingungen: 
om, omw\ | Op, Od’w 
) Be; 0 —- 0. 
u BE ci “N Of),, AR 0x 07 


Das sind die Gl. (1) und (4). Damit ist die Gültigkeit des Hamiltonschen Prinzips für 
unseren Fall nachzewiesen. Diese Variationsformulierung ist natürlich unabhängige von den 
Koordinaten, welche die mw beschreiben. Wir gehen zu beliebigen Koordinaten A,, A,, A,... A, 


eWw. 
ech. 


ın 
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über. (In dieser Arbeit werden z. B. die w dargestellt als Summe von ®,„s und einer Über- 
lagerung der Eigenschwingungsformen; die A sind dann deren Koeffizienten.) Dann ist 


IT=II(A,,A,,... An), K=K(A,A,,:..Ays 4,42... Ay): 


Die Anfangs- und Endwerte der w sollen fest bleiben. Daher sind die d A am Anfang und 
am Ende 0. Dann erhält man 


{ { 
SE m alu OK \N Er: 
, | / oA . At. 
on K)dt \\ Ale NZ PA DA, 
. z u 1 h 


Durch partielle Integration ergibt sich 


! ! 
| TE of OK d/oK\\ . u O0 A\ Ende 
( . ( ’ m NV. . . 
un N \ Lin Arlı A, Ö A, | FIRST TR L. Q A, Anfang 
1 v) IR k 


Das letzte Glied wird 0. Soll die Variation verschwinden, so muß sein 


0/71 OK d/OK R 
FH = ED EEE er | 
0A; 0A, dt\d A, 


Das sind die Lagrangeschen Gleichungen. Wichtig ist, daß bei der Ableitung des Hamılton- 
schen Prinzips, aus dem hier ja die Lagrangeschen Gleiehungen hervorgehen, die Entropie- 
verteilung als unabhängig von der Bewegung (hier also unabhängig von den A) vorausgesetzt 
war. Das zwingt zur Vorsicht bei Vorgängen, wo die Schwingungen einen Einfluß auf die 
Verbrennung haben. Zunächst wird die Lösung unseres Problems für den Fall gezeigt, daß 
die Entropieverteilung unabhängig von den Eigenschwingungen Ist. 


V. Die Eigenschwingungen bei unbeeinflußter Verteilung der Entropie. Wird die Entropie 
nicht durch die Schwingungen beeinflußt, so ist 


U; U, Olos Ölos Öros Oro: 


Im folgenden wird x durch & und « durch U nach den am Anfang gegebenen Beziehungen 
ersetzt: 


Ir 
| 


U sei als Funktion von £ in folgender Form vorgegeben : 


BEE Eee an nr 


z hat für einen bestimmten zu untersuchenden Vorgang auch einen bestimmten Zahlenwert, 
trotzdem wird es für die Lösung der Differentialgleichungen als beliebige zu wählende Zahl 
betrachtet. U ist so zu wählen, daß die Werte « des wirklichen Vorganges wiedergegeben 
werden. In den Differentialgleichungen treten Glieder mit den verschiedenen Potenzen von 
auf. Um dies auszunutzen, wird der Lösungsansatz als Taylorentwicklung nach z aufgebaut. 
Da wir z als beliebige wählbar ansehen, müssen die Glieder mit gleichen Potenzen in 2 für 
sich die Differentialgleichungen erfüllen. Man-erhält dadurch Beziehungen, die nacheinander 
die Glieder mit 2°, z', 2? usw. des Lösungsansatzes berechnen lassen. Diese formale Einführung 
von 2 führt nur dann zu einer guten Näherung für den wirklichen Vorgang, wenn auch für 
den Wert z, der diesem entspricht, in den Gleichungen die mit den höheren Potenzen von 2 
behafteten Glieder klein werden. 

jel bekannten ”,, und »,, lassen sich in jedem Augenblick die Eigensechwingungs- 
formen 9, bestimmen. Sie seien so normiert, daß 


ERBE 2 
j \ gu’ dE=1 ist u Ge ae a Er Er: 5° 
N 
Sie sind zueinander orthogonal: 
Ei 2 u | 
j \ gn: Je: AE=V für BER... 2 8 ta 
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Die Kreisfrequenz in der h-ten Eigenschwingungsform ist v„. Das System der Eigenschwingungs- 
formen Ist vollständige für alle stetigen Funktionen, die für E=0 und E=1 den Wert O0 haben. 


Die Y, ändern sich mit &,.. Es seı 


| 0 ‘1, : 9 


Durch Differenzieren nach &,. erhält man aus den Gl. (7) und (8) 


2 Q ‘(fj, 
-\gn: x (= (0): Unp wm’ (10). 
Be: (VE 
; OA Ei RR77 
\9n 35: dE+ = \gr 32 de=0; CHF tn : -»- . (dl). 
| 007 | Ucı 
( M 
Für » machen wır den Ansatz 
H I ,y P. An: 9Yn- 
h 


Dieser Ansatz genügt den Bedingungen (2) und ist für stetige Funktionen, welche diesen 
Bedinzuneen eenürzen, vollständige. Wir beschränken unsere Untersuchuneen auf die Betrachtung 
kleiner Schwineungeen. Dann ist 


I On Te ee R Ah 
h 
Weiter ıst 
ET Om \'dA, , a7} 
BEE 4 den 
Al; Aw; jg 947 nt 
h 
und 
| I Om , 


7 „Nor er 


ı) 


Als 4-te der Lagrangzeschen Gleichungen erhält man 


I’ Ä , I \ (0 9% \'dA, Du Ä On Op 1: 

. y u“ + N + ° . .f - 

7. Ar rı N | N f PR ‚lt sr Aal, r } | N / en 
vl ı h 


I dı\ D I, \ "d A, 


| n+ Bm -% ; \ ne 9 gen; 
© d f \ | Ö ! rum d ! A | N ee Ö ! u 
0 h h 
R IE 
- Pe hat an der Verbrennungsstelle einen Sprung. Daher ıst 
( 
&, ! 
d On dı on m diıon m 
A an: det ande 
TA ot 7 dr ze, ur 9 
d - | Ö Ber [° BET | \ Ö Im l : \ Ö „ m Ö ‘ı / 
| ( : U “m ÜUcC 
lt J ( f } of a Q g 2 j of of 
ı () 
N 
° . . ji Un ( I. vr Pr . . a 
Wir setzen dies ein, ersetzen dabeı | N wr Ä nach Gl. (3) (in unserem Falle fallen «, 
( Ir ( rt 


PN 


ng 


HM, 
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Ds 


{ cn r 
und 7 zusammen). führen die Differentiation nach f durch, ersetzen - dureh U und berück- 


At 
sichtigen (7), (8) und (11). Es ergibt sıch 
1: = „> Ar \ m 1: 1b 7 \ rd A, | 1: 
a Ne u 12 Fl 2 Au 1: :-üc-rZ f de 
h k 7 ‚r ft: 41 \ot dt /n} 
() u hı 
| 
\ j | \ ; 0’ An | d: 172 IR 7 ® Im | y () 
r\ı Ay: - & - u 
a 97 RE 7. \OE/n IP Ed 
u fh 
Ks ist unter Einführung von (6) 
N 4 N en NY 
OmM_IMm,T_,.IIM, 7, 
Of 0 &, dd 
Oyn  O"gn Tr On dU N (O9 Ir Oyn Ol 1 
Br 8 "08, dE  AOE&, 0, 08 
w,, kann man als Funktion von £,„ auffassen : 
Grm, re W m m] Om. Ol v\ 
OR Au F 0 €&, min Mi 


Führt man noch C,, nach Gl. (9) ein und bricht bei den in z linearen Gliedern ab, so er- 
hält man als Ate der Lagrangeschen Gleichungen 


= d? A, ) 1] \'r er 0 [> 
i .y:" — - _a23. r 4% 
Kr IH np | (12) 
h 
k geht von 1 bis ®. 
Zur Lösung dieses Gleichungssystemes machen wir den Ansatz 
A; --: Ar, +2. A, == 2’. A, . +.» -| 5 
l ne | E | nu . . . R ; A ’ ’ ; ( | >). 
2 We Te Be - N ra ee | 


A„, und A,, sollen so bestimmt werden, daß sie die Lösungen des Gleichungssystemes für 
20 darstellen. Von den A,., und A„, sei gefordert, daß sie zusammen mit den A,, und A;, 
das Gleichungssystem erfüllen unter Berücksichtigung auch der linearen Glieder in 2. Die 
Lösung wird so gewählt, daß sie auch bei beliebig großem f richtig ist. Für die Glieder 
ohne z lautet eine Lösung : 
1 
Axo Apo (Ev) € e . Ans 0 für h | R, 


u. 


7, kann komplex sein. Die Lösung entspricht der k-ten Eigenschwingung; wir bezeichnen 
sie mit ihren weiteren Näherungen deshalb als %k-te Lösung. Es ist 


r d’ a, in da, 0 AdU N 





f m l/? 0 PR 
ww E 2 vn £ £ 
d? Ars iir;dt de&, de&» d&, . 
2 Rn vr Ag 
r a Ar 
&2» -ıv pn r2° #8... * 7575 
dE, ko dE, 





Tatsächlich verschwinden die von z freien Glieder in Gl. (12). Setzt man in Gl. (12) A,., ein 
und betrachtet die mit z behafteten Glieder, so erhält man 


/ 
daj;, N ‚dv;\ 'jvnat d’A,, Ä 14 
ZU- iv - TEE Yo Be r et, AR u 
ds, r r dE,| Ar h ki (8), 
Ad 
2 ı|vr dt d? A, } £ 
ZU. Chr’ Akot Ye re H Hr? Anı=0.: ... 0. (1) 


dt? 


! 
‘ . ’ : ’ : $ iivy; dt 
(1. (14) hat nur dann eine endlichbleibende Lösung, wenn die Glieder mit e® zu O0 werden. 
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Man erhält also die Bedineune 


‚dapo dv; () 
> —— Ad s 
daR, ko dE,. 
und daraus 
ApoYrı 00. A Er ee, ; 
Für A,, erhält man 
! 
i\vpdt, 
Ax, Axr,liv).e”’ 


Wie sıch a,, aus der Bedingung bestimmte, daß die Glieder mit z eine endlichbleibende 
lösung liefern, so bestimmt sich a,, aus einer ähnlichen Bedingung für die Glieder mit 2°. 
Die Gl. (15) liefert 
! ! 
] iivj;dt tivrydt 


0 \ 


An, r Zn U,nAdpo:tivp+e An, .e 
Die Lösungen unseres Gleichungssystemes erscheinen komplex. In Wirklichkeit sind jeweils 
der reelle Anteil und der imaginäre Anteil des Systems für sich Lösungen. Die Gesamtlösung 
setzt sich aus den Einzellösungen (13) und ihren weiteren Näherungen zusammen. Für t=1t, 
mögen die Konstanten der Lösungen für die a,;, und a,„, so gewählt sein, daß die für diesen 
Zeitpunkt vorgegebenen Lagen und Geschwindigkeiten dargestellt werden. Dann sind die bei 
den weiteren Gliedern «a7,, dn, USW. dxs, dy, USW. auftretenden Konstanten A;7.,, K„, usw. 
N. Ky„, usw. so zu wählen, daß für ?=#, die durch die weiteren Näherungen dargestellten 


(eschwindiekeiten verschwinden. 


VI. Berücksichtigung des Einflusses der Schwingungen auf die Entropieverteilung und auf 
die Verbrennungsgeschwindigkeit. Dem vorigen Abschnitte lag die Annahme zugrunde, daß 
die Werte ©,,s und ®,,; sowie die Verbrennungsgeschwindigkeit unabhängig von den auf- 
tretenden Schwingungen sind. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall. So ist etwa bei einem 
Vorgange ohne Wärmeaustausch ”7,;s von dem Drucke abhängig, unter dem das Teilchen ver- 
brannt ist; auch ist eine Beeinflussung der Verbrennungsgeschwindigkeit durch den Druck 
wahrscheinlich. 

Die Abweichungen der jetzt gültigen Werte von den Größen des schwingungsfreien 


Voreanees seien 


USW, 
lu=u, —u; Iwn = Wns — Wu; U= UV, 


Alle diese Abweichungen werden durch die Schwingungen verursacht, werden also proportional 
den A. Das Hamiltonsche Prinzip, aus dem die Lagrangeschen Gleichungen hervor- 
gingen, setzte aber die ”7;,s und ®,,,;s als unabhängig von den A voraus. Diese Schwierigkeit 
läßt sich auf folgendem Wege überwinden. Wir geben uns beliebige, zunächst von den A 
unabhängige Werte Ir,,, Iv,, und Ju vor, Für die dadurch bestimmte Entropieverteilung 
werden die Lagrangeschen Gleichungen aufgestellt. Es wird also zunächst potentielle und 
kinetische Energie berechnet, dann nach den A und A differenziert und schließlich in die 
(+1. (5) eingesetzt. Man erhält so ein Gleichungssystem für die Bewegungen bei der abgeänderten 
Entropieverteilung. Wie darin die J®7,, Ir,, und Aw gewählt werden, ist gleichgültig, das 
Gleichungssystem ist immer richtig. Es ist auch dann richtig, wenn zwischen den Av, Avyo 
und Sa und den A die physikalisch zu fordernden Beziehungen gelten. In die Differential- 
gleichungen darf man daher diese Beziehungen einführen. Dagegen müssen in den Energie- 
ausdrücken die Iv,,. Jv,, und Au noch unabhängig von den A erscheinen. 
Für w machen wir den Ansatz 
1 
WE Wu H2 Ay:'gn-: 


Ps Sind dabei die Lagen, die bei adiabatischem Druckausgleich auftreten unter Berück- 
sichtigung der IT und IV, bzw. AV,. Dagegen sind die 9, für ungeänderte Lagen der 
Verbrennungsfront und ungeänderte Werte V bestimmt. Das hat den Vorteil, daß wenigstens 
die Koordinaten von den Schwingungen unabhängig bleiben. 


>h. 
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[I wird wieder eine quadratische Form in den A,„. Nur treten außer den Gliedern 


1’ \ Pa Rn nn. raue. Si | 
z \ Ay? ry?, die sich schon früher ergaben, noch weitere Glieder auf, die die IU und A\ 


A 
mindestens linear enthalten. Differenziert man nach einem der A, so bleıbt ein homoeener 
Ausdruck in den A übrig. Die Glieder ohne AU und AV sind dabei dieselben wie früher, 
die anderen Glieder enthalten eines der A und JU und AV mindestens linear, Da die IU 
und AV proportional den A sind, werden in den Differentialgleichungen die aus der poten- 
tiellen Energie hervorgehenden Glieder mit JU und IV quadratisch in den A und dürfen 
deshalb bei der Untersuchung kleiner Schwingungen weggelassen werden. 

Für A erhält man 


i IK mms., \ "dA, m Ogn\’ ,. 
IN Zu. \ı N j 14 hr Ay’ tl dE. 
U). ( nn ( En ( 
0 h hi 


Als k-te der Lagrangeschen Gleichungen ergibt sıch 


| 
Pose \ ms. y; 
nn k’k 7 v, AR 1 “. “ Pi h k 4 N Yf: Ge ds 
h u 
| 
L I re | \ v ‚In, g: 2,12 ( ms) ff me | O 
Fr 2 Ay \# - “ sı\ d9E s JE a . 
0 h 


Die durch Differenzieren der g,„ auftretenden Glieder verschwinden aus den gleichen Gründen 
wie im vorigen Abschnitt. Beschränkt man sich auf die von 2 freien und in z linearen 
Glieder, so lautet die Akte der Lagrangeschen Gleichungen 


| 
Eos PA Non, dA tlF me, ro 
we age . = y +2 2 p - : (Iı.- ( & 
u. Ann Tr, ar Ten Wh’ o14 Nor N 
h 0 


Der einzige Unterschied gegenüber der früheren Gl. (12) ist das Auftreten des Gliedes 


1 
I \ (Mn 15 
r 5, >, 
u) ar Fa 
0 


Wir berechnen es im nächsten Abschnitte. Das Ergebnis sei vorweggenommen, um die hier 
begonnene Rechnung zu Ende führen zu können. Zunächst zeigt sich (21), daß der Aus- 
druck, der sich für dieses Integral ergibt, z als Faktor enthält. Als Lösung für die von z 
freien Glieder des Gleichungssystemes erhält man auch hier 

! 


iivndt, 
A ko (do _ R * 


Unter Benutzung dieses Ausdrucks erhält man dann (25) 


| - t 
2 . ‚ip 1t 
OT M ms i u 2% ht . . 
\ of "er dE: 2: Ur, ag. e Peg (So). 
0 


Die Bedingung für das Endlich-Bleiben der ersten Näherung gibt: 


ou dv; v da; u en 
- URro dE, | k d E, k ko I\Sv . 
Daraus 
Sr 
l i . 
R \ 46r) dsv 
Aro:YVrr: € . — konst. 


Dies ist die Lösung unseres Problems. Wesentlich ist der Einfluß von q. Man vergleiche 
dazu die Bemerkung am Ende des nächsten Abschnittes. 
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VII. Die Berechnung von \ | ri); -d&. Bei der Berechnung dieses Integrals soll vor- 
. ( 

ausgesetzt werden, daß im Verbrannten und im Unverbrannten jeweils die Gleichung idealer 

(Gase gilt, und daß die spezifischen Wärmen konstant sind. Dann besteht für das Verbrannte 

dıe Gleichung 


SE TER. Fo 














Ks soll anzenommen werden, daß ım Unverbrannten weder Wärmeverluste noch Wärme- 
austausch eintritt, dann gilt dort 


(| Be A SE 
"U. 
r dd? IPın r . ‚ 
Zunächst werde iR berechnet. Unter den eben gemachten Annahmen ist p,,, unabhängig 


vom Wärmeaustausch im Verbrannten. Die Zunahme von Pas Ist daher gleich dem Werte, 
der bei Verbrennung ohne Wärmeverluste eintreten würde, unter Abzug eines Betrages, der 
dureh die nach außen abgzeführte Wärmemenge bedingt ist. Es ist nicht wahrscheinlich. daß 
die Wärmeabfuhr periodisch im Rhythmus der Schwingungen erfolgt. Deshalb läßt sich die 
abeeführte Wärmemenee als Funktion von x, darstellen und ihr zweiter Ditferentialquotient 
nach der Zeit wırd klein mit 2”. m Ems oder auch u IP 
dt dt? 
oleich dem entsprechenden Werte bei Verbrennung ohne Wärmeverluste nach außen und 
ohne Wärmeaustausch im Innern. Diesen Wert können wir berechnen. Es möre während der 
Zeit dt um Ju-dt mehr Gemisch verbrennen, als es der schwingungsfreien Verbrennung 
entspricht. Der dabeı entstehende Wert V7as Ist um AV7,. größer als im schwingungsfreien 
"all. (Die Änderung von V,„ wird dureh die Druckschwankungen an der Verbrennungsstelle 
hervorgerufen. Vgl. S. 298.) Während der Zeit dt nimmt das Volumen der gesamten Gas- 
menge bezogen auf den Druck p,„ um verschiedene Beträge zu, je nachdem ob Schwingungen 
auftreten oder nicht. Bei schwingungsbehafteter Verbrennung ist die Volumenzunahme um 


wird daher bis auf Glieder mit 2? 


iw 


l | | 
% 


‚ x] e % 
On ° dtlv.-P, Pr ' + nr, n-di Ya: Pa I 


größer als bei schwingungsfreier Verbrennung. Eine zusätzliche Druckerhöhung um dA pn 
ändert das Volumen der gesamten Gasmenge ab um 


lvo 
YP 


dIpm \ I} = de. 


m 
( 


Die eesamte zusätzliche Volumenänderung ist 0, Daher 


Iva | 
En 
. m \lı, „ aa TV lu dt| Va Pan u Pın 3 )+r,.u-dt-AVya- Pu a 0, 
1 ] N 
d Ip, er 1. ın\ Vıa ö Po . P. n LU. . P,, “ 
dt ® lvo . 
. N u 
\h ah 
0 


Durch Differenzieren erhält man bis auf Glieder mit z° 


d | 
d’A Pm . dt ) 


| 20). 
df . vo EEE. 


IU\V.a-P ” r "HU: Ya N 


m 
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Es soll nun Aw durch Ap,„ und AV, ausgedrückt werden. Es ist für das Verbrannte 


\ m 
ii "ip. ) 
} ! rw, 
für das Unverbrannte 
Om 
ı WE } 
I’ ur 
Es ist Aw= mw, —Wm. Dann ist 
oAm se pi Iy 
J - > 
Q 1 Ö P „ | e Ö \ / m 
Daraus für das Verbrannte 
x se 
N nu 
0? (2? 
lin, pm! da \| | IV, - da 
oO P/m Ol 
( v() 
für das Unverbrannte 
lIvn 
Fi 
0? 
02 Ipm\lı |) da 
OP 
X 
Ks ıst bis auf Glieder mit 2? 
lvo X: | "on X: du 
\ 2 On Eee Ta Ws, 1 \ 00. ed \ 0% Aw SR * ww ie 
r = . iR . ’ . Rz 1" - ° a IE > . . ! - = . b.* = 
Of? I Vf: Jı | Sf N RWE 1 \f / 
0 0 X ( Un 
ur v / "og Ivo 
d Da | | (0 \ F "Or | 
- | dx)-y,: da \ \ dae)g, dx 
d f® \ \ Q "8 | Ö “a EZ 
0.0 x \ 
CH \ 
/d? (/dv 
+-\(,; .) -AVde)g: de. 
ae \lan), ’ I 


Das letzte Integral wird dureh die Wärmeleitung hervorgerufen. Die folgenden Über- 
legungen zeigen, daß es für alle praktischen Fälle belanglos ıst. Von der Temperaturver- 
teilung bei Vorhandensein von Schwingungen kann man sich folgendes Bild machen. Bei 
schwingungsfreier Verbrennung erhält man je nach dem Drucke, unter dem ein Teilchen ver- 
brannt ist, und der darauf folgenden Wärmeleitung ein ®; als Funktion von = und x„, wobei 
x“, die Zeit ersetzt. Der zweite Differentialquotient ist klein wie 2° und entfällt deshalb für 
die erste Näherung. Treten Schwingungen auf, so wird die Temperaturverteilung so abgeändert, 
als ob an der Verbrennungsstelle eine periodische Wärmequelle vorhanden wäre. Die Ergiebig- 
keit dieser Quelle (die je Zeiteinheit zu- oder abgeführte Wärmemenge) muß so bemessen sein, 
daß an der Verbrennungsstelle die Energiebilanz richtig wird. Die durch eine wandernde 
periodische Wärmequelle erzeugte Temperaturverteilung wird dargestellt durch wandernde 
Wellen mit räumlich und zeitlich veränderlicher Amplitude. Die Wellenlänge dürfte in prak- 
tischen Fällen nur ein Bruchteil der Wellenlänge jener Eigenschwingungsform sein, deren 
Schwingung die periodische Wärmequelle an der Verbrennungsstelle hervorgerufen hat. Der 
Wärmefluß, der durch diese Temperaturverteilung zusätzlich hervorgerufen wird, liegt höchstens 
in der Größe der Ergiebigkeit der Quelle. Die zeitliche Anderung des Wärmeflusses geschieht 
höchstens mit der Frequenz der Quelle, dann nämlich, wenn die Wanderungsgeschwindigkeit 
der Temperaturwellen sehr groß ist gegenüber der Verbrennungsgeschwindigkeit. Die zeit- 
liche Änderung des Wärmeflusses hat also höchstens die Größe des entsprechenden Wertes 
bei unendlicher Wärmeleitzahl. Dies genügt, um das letzte Integral abzuschätzen. 

% 

(dv ’ 0% ’ 

\(} v4 V,-dx stellt die Anderung des Volumens der gesamten von 0 bis = ein- 

0 
geschlossenen Gasmenge dar bei dem Drucke p„ unter der Wirkung der JV,. Nun ist unter 
der Annahme konstanter spezifischer Wärmen das Gesamtvolumen bei konstantem Drucke 
unabhängig von der Temperaturverteilung im Innern, es ist proportional der gesamten inneren 


„ig e) 
)] 
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Energie. Die zeitliche Anderung des Integrals ıst also proportional der unter der Wirkung 


jener periodischen Quelle der betreffenden Gasmasse zufließenden Wärmemenge, diese ist 
identisch mit dem zusätzlichen Wärmefluß durch den Querschnitt &. „ie zweite Ableitung 
des Integrals ist dann proportional der zeitlichen Änderung des Wärmeflusses. Oben war 
vezeigt worden, daß diese höchstens die Größe des entsprechenden Wertes bei unendlicher 
Wärmeleitung hat. In den praktisch auftretenden Fällen wechselt die Richtung dieser Wärme- 
leitung von Ort zu Ort das Vorzeichen entsprechend der oben skizzierten Temperaturverteilung, 
während bei unendlicher Wärmeleitung der Wärmetransport für alle Teilehen in gleicher 
Richtung erfolgt. Deshalb wird in den praktisch vorkommenden Fällen 
dl? : 0 ’ 


\(,;, \lyyr,) ® IV,d.e)g; dx 


1 


klein zerenüber dem gleichen Integral bei unendlichem Wärmeaustausch und zwar im gleichen 
Maße, wie die Zahl der Wellen in der Temperaturverteilung auf eine Wellenlänge der er- 
zeugenden Eigenschwingung des Gases wächst. Der Wert M (Vergrößerungsverhältnis der 
Druckschwankungen, vgl. S. 305) ergäbe sich bei unendlicher Wärmeleitung um etwa 20° 
größer als bei der Wärmeleitzahl 0. Entfallen nur 20 Wellen der 'Temperaturverteilung auf 
eine Wellenlänge der erzeuzenden Schwingung, so ist schon der Einfluß der Wärmeleitungs- 
rlieder auf das Vergrößerungsverhältnis der Schwingungen kleiner als 2°/, und damit ver- 
nachlässiebar. 

Zur Berechnung der anderen Glieder ist es zweckmäßig, 97, umzuformen. Es ist p = p (vr, V)) 
im Verbrannten und » = p(r) im Unverbrannten. Für AV7,=0 ıst 


[0 I’ Q NY 
P-Pmmizsi 32: wobei yam— my. 
Setzt man p in die Bewegungsgleiehung (1) ein, die Ja in gleicher Form auch für die Eigen- 
schwingeungen eilt, so ergibt sich 


0 (0 P\ ol __NY 
\or/., oJ 0 


Die Gleichung ıst erfüllt für yg,:e Daher gilt 
| Yı 


Q IR P\ 0 Fr: 


Ar Nr) N e| AT 
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Damit ereibt sıch 


lvo kr & 
me a NEE) aa) a 
. . n 4 ° ‘ 
oe „2 ot \)\Nop Or ldv/. de) 
\ ı ı) 
0 I 
5 N N N 
N ee werde 
. ( P/, Q Hr \0ı m Q ar | | 
X, Ivo 
Io rm (Or) Or) Vdt ] (°P) 0 gr Tehd ] 
. | (EN N 5 u 
) Of RR Pi or, l Ö P/m | Öv m op, # Sr Ö P/m 
u Vs 
N; Ivo 
ee ee 
. . EM; . . "a? ; 
. Ö j’ ZZ Ö 2 I Q d“ . \Ü pP Im V e IL Q KL 
" Vj 
Q Q pP . 
Es ist I— | Is} I. Deshalb wird das erste Inteeral ®. 
\« PP’ O U/,, 
(P\ [0 a) (dr F: 9% FR 
ö \0 „ Fr 7 I\0 v). Or . Pkw 


ist für die A=-te Eigenschwingungsform die Abweichung des Drucks an der Verbrennungsstelle 
vom mittleren Druck pP. Damit erhält man 


[ 'o Ivo 


j "ms 0“ Du 
or Ind 2 gr pn Zu | 


N 
Sn (de 


In 


Op 
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Setzt man noch Gl]. (20) ein, so ergibt sıch 
lvo 
Ta. ».] dj ' 
ms au ’ y 
n of dx =: | 2 0 / \ .P # P 4, | | IT. r : > %} ») 
) 0 f? I 7 I h dt | la iu Im | | la I m >] }, 
0" 


Der Einfluß des Drucks auf die Verbrennuneseeschwindiekeit sei foleendermaßen formuliert. 
Hat der Druck an der Verbrennunesstelle den Verlauf 


Po m pn. etrt, 


S() SP] 


In.. I» 
Pv, it )), WE a Te 
’m m 


U,—Uli+e 


c und y sind dabei Funktionen der Zustandsgrößen an der Verbrennungsstelle, die auf Grund 
physikalischer Vorstellungen gewählt werden können. So lassen rohe gaskinetische Über- 
legeungen e=1 und 9=0 erwarten. 

Für die k-te Lösung ergab sich im vorigen Abschnitte 


N v/, dt 
Ayo a; e’ 


Demnach ist für die Ak-te Lösung 


! 
: ö | Il: 4 itiv;dt ) 
/ U-.C BER 0 
Pm 
Es ergibt sich bis auf Glieder mit 2 
d IT| V i P P 7 1 | V ö P —\ 
dt ) la 1 u la In | 
Ip u dt [c e-iy - AV 
B eV z ! N ” la 
ER PR ivp ee | IN. P_#-P_“ .P 
ko Po h | Pas la m m d A Im | ! 
Im nächsten Abschnitt sind die Beziehungen für V,„ angegeben. Man erhält mit ıhnen 
’ | | , | 
+8" ıY - d Va | *] | 
p | Vin‘ za * en x Ip ex a / pP. dar: ij - 
m ( 0 m | 
- ) a ü I 
%7 N“ — % „I | 
& l En r ] %, 
| *] | (Xr I) im 


Den Wert AP, errechnen wir aus dem Unverbrannten. Dort ıst 


\ vl &) a 
9 = Yrr = B,« sin u (vel.S. 304). 


] Kr Po vr ö r 


Für das Unverbrannte ergibt sich aus Gl. (19) 





N ,[® ai 
er) = z,Pe(?) 0 u 
EZ m " ® ApF u 
Damit erhält man 
i [° E\ (° YJı | ® a r Er ®n 
IE 4 . ; — i 
! er Ö " m Ö KL Ö ! m Ö S Bi | 
% ] 
[ )) 
B, l X, . Po ,\ y | v7; Lil &n) (2 ») 
’k° l- -/ COS 
. ] A + l 
/ ’P „ t 
] r, "Po ee ä 
Ersetzt man im Integral noch x durch &, so ergibt sich 
] Ivo 
\ 0° MW ns ( d 5 ®, \ 0” Mn S : N 
.- R . e ” ‘  . 
ı 97 Ih |) of Jh 
() 0 











Ztsehr. f. angew. 








298 Guderlevy. Eigensehwingeungen in brennenden Gasgemischen Math. und Mech. 
Es sel 
(B,r) 4 vr, 1(l eu) | X] | 
( - .4..+COS“ ir 1, ’ic.e .‘y 
! : 1 | ı | 
) -* / 
| #7 "Po ! si (24) 
| 
u—3 | P 1, Rn — Me N 
| %ı Z zı(%, I) J 
Dann ıst 
. ! 
Vmns | ijvp-dt , - 
\ Nr], d: zU.a,,:ivr,-e®» Fr er Be EA 


Als einziger physikalisch noch unbekannter Ausdruck tritt hier und in der ganzen Berechnung 
der A,, überhaupt das Glied e-e='4 auf, Dessen Realteil wirkt sich als Änderung der 
Schwirgungsamplitude, der Imaginärteil als Phasenverschiebung aus. Experimentell ist nur 
die Amplitudenveränderung sicher festzustellen. Wie aus dem durchgerechneten Beispiel 
hervorgeht, ist der Einfluß des Realteils von e:-e=-4 so stark, daß es durchaus als möglich 
erscheint, diesen Ausdruck auf Grund des Versuches zu bestimmen. 

In den nächsten Abschnitten soll die hier entwickelte Theorie ausgewertet werden für 
die Verbrennune von Benzol, einmal unter der Annahme, daß im Verbrannten kein Wärme- 
austausch eintritt, zweitens für den Fall, daß im Verbrannten konstante Temperatur herrscht 
(bis auf die Nachbarschaft der Verbrennungsstelle). Die Hauptschwierigkeit liegt im ersten 
"alle in der Bestimmung der Eigenschwingunesformen. Dafür wird ein ent brauchbares 
Näherungsverfahren entwickelt. 


VIll. Die auf Anfangsdruck reduzierte Dichte bei Verbrennung ohne Wärmeaustausch. Bei 
Vorgängen ohne Wärmeaustausch sind die V, V,.. Sie sind unabhängig von der Zeit und 
nur abhängig von dem Druck, unter dem ein Teilchen verbrannt ist. Die bei schwingungsfreier 
Verbrennung ohne Wärmeaustausch auftretenden Verhältnisse sind von Mache behandelt?). 

Wir geben die von ıhm gewonnenen Ergebnisse mit unseren Bezeichnungen wieder. 
Die Adıiabatengleichungen im Verbrannten und Unverbrannten sind die Gl. (18) und (19). Ver- 
brennen wir ein Teilchen mit der Anfangstemperatur T, unter gleichem Druck, so sei die 
Verbrennungsendtemperatur T,;. Bei der Verbrennung ändert sich die Molekülzahl je Massen- 
einheit des Gemisches bzw. der Rauchgase. Es sei 5 das Verhältnis der Molekülzahl im 
Verbrannten zu der im Unverbrannten. Es sei 


Verbrennt ein Teilehen unter dem Druck P,, so Ist 


| ». A\ ' | | 

ns 1} ” “ _ 

“] .p % Ki ; 4, ni .P x] %, (26) 
R 1! . . . . . . _ . 


7] i “1 7%; 


Yu 


— 


Der Verbrennungsenddruck bei schwingungsfreier Verbrennung sei Pımı. Es ist 


%] | 


Pi 
m x, | 


+(2, -1)-C. 


Für ein vorgegebenes p,„ kann bei schwingungsfreier Verbrennung (p» = pm) die augenblick- 
liche Lawe der Verbrennunesfront nach folgender Gleichung berechnet werden: 


Pm Pn in 

(1 &.) nn ] ; . j . i . r ‘ . (27). 
X] KH, l- : 
%, (x, RER 


Aus Gl. (26) ergibt sich dureh Differenzieren mit einigen Umformungen 


| | 


AV m X | u 4 4 
ai I. Beh: ; er. VRR 


d TER 


?), Mache: Die Physik der Verbrennungserseheinungen, Leipzig 1918, Veit & Co, S. 54 Mf. 
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und aus (25) und (27) errechnet sich 


AV, . (x) vv, pt “)lp 
| EP laut nun A 8 U rn 


HP ro 


X 


dE, 


Dieser Ausdruck wird bei der numerischen Bestimmung der Eigenschwingungsformen 
nützlich sein. 

Gibt man p„ vor, so läßt sich der bei der Verbrennung unter diesem Druck entstehende 
Wert V,„ und die zugehörige Lage der Verbrennungsfront berechnen. Da kein Wärmeaus- 
tausch besteht, ändert sich der Wert V,,„ für das unter dem Drucke p,„ verbrannte Teilchen 
nicht mehr im Laufe der Zeit. Man erhält also V,, als Funktion von &, indem man die für 
gleiches p, errechneten Werte V,„ und £, einander zuordnet und dabei &, durch £ ersetzt. 
Wir betrachten die Verbrennung von Benzol mit der Mindestluftmenge bei einer Anfangs- 
temperatur von 20°C. T, = 295" abs. Der untere Heizwert des Benzols ist 9600 keall/kg. 

T,; errechnet sich zu 2325" abs. 2, =1,35; #2, = 1,24: #= 1,01. Das Molekulargewicht 
des unverbrannten Gases ist 30,2. Dann erhält man p,: *, = SOIOO m?/sec”, 


C=376: P„.=970, 
| 970 — P,. 
9,01 — 0,31 . Pi?’ 
Vaa=7,27:.P,"" +0747:.P”, 
une lv 0,066\? y— 1,800 
AVıu 0,24 Va Fr Br 
c . 0,741 oa ' 
ds 1-1 —5-P 0,082 


Die Zahlenwerte sind am Schluß in einer Tabelle vereinigt (Zeile 1 bis 4). 


IX. Die Eigenschwingungsiormen des gänzlich verbrannten Gemisches. Im allgemeinen ist 
die Dichte im Verbrannten von Ort zu Ort verschieden. Es soll gezeigt werden, wie man die 
Eigenschwingungsformen trotzdem bequem berechnen kann. Der wesentliche Gedanke ist 
folgender: Es läßt sich ein System von Funktionen angeben, dessen höhere Glieder sich besser 
und besser an die höheren Eigenschwingungsformen anschließen. Wir stellen nun die Eigen- 
schwingungsformen dar als Summe dieser Näherungsfunktionen. Der wesentliche Vorteil etwa 
gegenüber einer Darstellung mit sinus-Gliedern liegt darin, daß jede höhere Eigenschwingungs- 
form fast vollkommen von einer Näherungsfunktion dargestellt wird. Infolgedessen darf man je 
nach der gewünschten Genauigkeit von einer bestimmten Eigenschwingungsform an auf Jeg- 
liche Korrektur verzichten. 

Es sei h, die n-te Funktion des Näherungssystems. Ks ist 


4 = ° 
h„=yVı-sınann, 


dabei ist 


\J V,ds 

„7 - dı > ee en re ter a 
\] V,de 
( 


— 
rn 
Fa 
Ir 


r 
 —— 
— 
+ 
— 
er. 
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1 


ks seı eine Eigensehwingungsform dargestellt dureh 


Kae PH® h, . 


„ 


Daß die h tatsächlich die oben angegebene Eigenschaft besitzen, erkennt man daran, daß mit 
wachsendem » in den Ausdrücken für kinetische und potentielle Energie die gemischten 
Glieder B,: Bn für n == m gegenüber den rein quadratischen Gliedern immer kleiner werden. 
Zunächst werde die kinetische Energie berechnet. 


| 1 


m ' En ER N. 
u hr 7 9 ar) dE 
0 N n 


D , 
a U, 





Setzt 





Hier treten die 


Führt man » nach Gl. 
Daher 
7 
\h, 
Also ıst 


man 


m und » gehen von I bis. 


Ausdrücke auf \h,- hd: 


(30) ein, so ergibt 


Ks ıst 


IH - Du 


Nu Am | 


I} 
I 


V,-sinnazn-snman-dS. 


sich 


\,‚ds-\sınnza N: sınmandı 


Nh,.:d = | 


.(d > .) \ | Vıde, \h,.h, dd & 0 für n 
| 
FE en "/dB, 
. (N as. I ae} 


Nun soll die potentielle Energie berechnet werden. Nach Gl. (18) ist 
P P | 0 
Po "N, 
Ks seı 
! Um lv 
Dann ıst in der Nähe des mittleren Druckes 
3pr (%] I) I» Po | 
) ın X] | Y 14 r In e) ) ) [7 7] S e P 
/ / ©, V,) v.*V, / / Pı DIR 
Damit erhält man die spezifische potentielle KEnereie 
Ö 07 Ey 
e. oA ON | 4 j 
I» ar=—- pa nnd" "(on 
J 1 / f I ) * 4 * - 2) 
# Im 2 4 \oe 
]° ’ ı) 
Die zesamte potentielle inerrie ı1st 
u 
to | | 
/1l \ ] | Q „ | Po Pr (° „ ) 
’#r ) ° 7 - ® n 
i \ U’m NVır I % N - J 
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Wir bereehnen die D,,„. Es ıst 
dh, ı/y en] V, | | AV, 
; .cosnınT War „+ sinnnzı 
dE yrı' ’ t vVi’ ds ’ 
ı) 
Du n I!mn: cosn rn. cosm Ti). d / 
I} 
| | 
r% /dV, | | 
.) \ı V,d&-\( de)‘; ER EEE sin m !Tı] r mM COS may sinnzen)dı 
m m 
| 
| (\ as). \(“ N) | ’ 
> 07 * . > SAN TEN EM AN - ON, 
& IT" | ‚\as V,’ | ’ : 
" N 
| 
Dun z2mn\cosnan-cosman:dı 
u 
| 
| V,-d: J r 
0 d V; | } i h 
I \ dE E V, nm). sın(n ml. (n m)» sın (un m)anydn 
() 
] » 
| V,-d - v.\. 
ı \(“ =) | j (n ' N ] 
Et TOD I m) - Cos +m)an,dn. 
Ir | ) de V, 
0 
Das erste Integral wird O für n==m und wird 1/2 für » = m. Durch partielle Integration 
erhält man für das zweite Integral 
| 
"AV, | | \ 
\- he | V/ nr m)sınin TM)TN (in mısının m), dı, 
M 
| AV, | | | ! 
. Fi (cos (In ım) suı eos (in ne) T9) 
de | V,’ ‚ \ 


| 

+ \ eos (n -m)aı cosin m)ın}- Berl, | | \-dı 

| | ru .Tı ll dr de | V,; 2 1. 
2 

Das erste Glied ıst O, da cos (in + m) a = cos (n m) für eanzzahliee » und m. Das zweite 

(Glied stellt Fourierkoeffizienten einer endlichen Funktion dar und geht deshalb mit 

wachsendem n + m bzw. n — m gegen Ö, bleibt aber auf alle Fälle endlich. Das gleiche gilt 

für das dritte Integral. Es bleiben also im Ausdruck für die potentielle Energie die gemischten 

Glieder unterhalb einer endlichen Schranke. Die Glieder mit DB,’ wachsen wie n’. 

Nun lautet die m-te Lagrangesche Gleichung 


x ] 1 ME: : 1 . 
*1° Po . 7° „\ „ ‘ £ 1 \ y . ] d: B,.. 
] i / A (N V; .dE) . B,„: MD, m T N \ V,:d Er l E ). 


Mit der Abkürzung 


| n“ - r i I l ®, - y 
Z— 2 a 
"(\yV,d£)” 


u 


schreibt sich das Gleichungssystem ausführlicher: 


D RB ..eR DD RB n n Q 
a E ; dt ' a 29 j 13 #3 Eure ) 
D,:-B rue 0 
Pa: ; ’ 22 - 99 ] d f? } : I 
I dB. 
D.,.B, A ER ER. 0. 
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Daraus erhält man mit dem Ansatz B,„= B„* sin» # das folgende System linearer homogener 
Gleichungen 


ID, m) B, Di n..:B* 0 
p” 

Dai b, 1 EZ FE h D,; BR, 0 

E. B, 2 Ru 9 ID . .-B*+:-- () 


Die Rechnung werde numerisch für die V,., des vorigen Abschnitts weitergeführt. Zunächst 
wird für die verschiedenen Werte £ und damit auch für die verschiedenen Werte P,, der 


Ausdruck \y V,dE bestimmt. Damit berechnet sich 


\J Vıds 
' u 
| 
\J V,ds 
AV | IV. 1 
Außerdem ermittelt man für die verschiedenen P,, die Ausdrücke 3; ‚,„ und B "). _. 
as yV; dE/WV, 


Die Zahlenwerte finden sich in unserer Tabelle Zeile 5 bis 9. 
Trägt man nun die beiden letzten Ausdrücke über n auf, so lassen sich die Integrale 


| l 
n-\| ale pin nandn und I 3 j; cos nandn 


0 0 


mit dem harmonischen Analysator bestimmen. Man erhält folgende Ergebnisse: 


l | | 

I \ue, jan, dı, a nase), sin nm dı 
| VOTS 0.0155 
> 0.079 0.0157 
3 0,125 VO248 
| 0,110 VO2IS 
.) 0.0 0.0298 
6 0,152 VO262 
fi 0,170 0.0337 
S 0,140 0.0275 
') 0.190 0.0377 
10 0,160 VOZIS 


Ist » groß und ungerade, so liefern die Integrale — 0,200 und — 0,0397; ist n groß und gerade, 
so erhält man — 0,162 und - 0,0321. 


| 1 | 

rü Pe - N 
n \(ue) aroıS naı.dı al Vıdz) \GE cos nad 

E 0 0) 
0 VOBZAS 0,00157 
| V.O24O 0.0095 
> VOISO 000071 
3 0.0135 000053 
| -O0105 VOOO4LI 
» VOOSH VOIOOBA 
) VOTD V.OOO2S 
N VOOGO 000024 
S V.O055 V.OOO2D 
‘ B.OO4A VOOOLT 


10 00043 VOOOLT 
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Damit berechnet man die D,,„. Es ergibt sich als Matrix des Gleichungssystems für die B,, 


0.385 - E V.UO89 V.VOODS V.OOAS 0.0043 V.OOBS 0.0015 0.0040 ).VO40 0.0020 
0.0089 3.979 - Er 0.0137 0.0101 (0.0086 V.OODS 0.OOTS 0.0055 0.0060 0.0042 
VOOHS u o.0187 8.975 - E 0.0175 0.0116 0.0126 V.OOO8 0.OOOS 0.0055 0060 
V.OOAS 0.0101 0.0175 15.9984 2 0.0215 0.0156 0,0146 V.OOOS V.UOOOS 0.0055 
0.0043 ).OUOS6 0,0116 0.0215 24.970 = 0.0235 0.0156 0.0146 V.OOOS 0.UOOS 
V.OOB8 - 0058 0.0126 0.0156  — 0.0235 35.970 I 0.0235 0.0156 0.0146 V.OOOS 
0,0015 ).OO7T8 0.0OUO8 0.0146 0.0156 0.0235 48.970 - n 0.0235 0.0156 0.0146 
0.0040 - 0055 0.UOO8 0.0098 0,0146 0.0156 0.0235 63.970 2 0.0255 0.0156 
0.0040 0.0060 0.0055 0.0098 0.UOOS 0.0146 0.0156 0.0235 80.97 - - 0.0235 
0,0020 0,0042 - V,VO6O 0.0055 V.UOIS V.OOOS 0.0146 0.0156 0.0235 99.97 « 


Das Wesentliche an diesem Gleichungssystem ist, daß die von »” freien Anteile der 
Koeffizienten in der Hauptdiagonale alle anderen Koeffizienten ganz bedeutend überwiegen. 
Um dies auszunützen, führen wir, ähnlich wie schon früher, einen Wert z ein, den wir allen 
jenen Gliedern beifügen, die gegenüber den Koeffizienten der Hauptdiagonale als klein er- 
scheinen. Hier sind das alle ( 


‚lieder außer eben der Hauptdiagonale. Die Lösung unseres 
Gleichungssystems wird dann als Taylorentwicklung nach z angesetzt. 
Bu“ : z-bn,+2°- bus HF... für hk, 


rk mr +2: Ar +2 - Arnd 


Man setzt dies ein und verlangt, daß die Glieder gleicher Potenz in z für sich das Gleichungs- 
system erfüllen. Von z freie Glieder treten allein in der #-ten Gleichung auf. Sie liefern v7”. 

Die in z linearen Glieder sind in der k-ten Gleichung allein dureh A»,,,’ vertreten; dies 
wird daher 0. Aus den anderen Gleichungen erhält man durch die Glieder mit z die Werte b, .. 
Eine Berücksichtigung auch der in z quadratischen Glieder ist nieht mehr notwendig. Setzt 
man 2 wieder gleich 1, so ergibt sich für die ersten 10 Eigenschwingungsiormen 


9ı Ah, + 0,0030 A, + 0,0007 A, + 0,0003 Ay + 0.0002 A, + 0.0001 4, E; = 0,085 
ei Y.’ 2 
G = — 0,0030 A, + hi, + 0,0027 A, + 0,0008 A, + 0,0004 A, + 0,0002 A, + 0,0002 A, + 0,0001 Ag + 0.0001 A, E 3.979 
- e \ yv 2 
= 0,0007 A, 0,0027 h, + h, + 0,0025 A, + 0,0007 A, + 0,0005 7 + 0,0002 A, + 0,0002 A% + 0,0001 A, + 0.0001 Ayo E 8.975 
. v 2 
9 - 0,0003 7, 0,0008 A, 0,0025 A, 4 + 0.0024 A, + 0,0008 A, -+0.0004 &. + 0,0002 A + 0,0002 A, + 0.0001 Ayo E 15.084 
Au 
I, 0,0002 A, — 0,0004 A, — 0,0007 A, — 0,0024 A, 4 h, + 0,0021 A, + 0,0007 A; + 0,0004 A + 0,0002 Ag + V,OOO1 Ayu E 24.970 
Ge = 0,0001 A, 0,0002 A, 0,0005 A, 0,0008 7, 0.0021 A, + hu + 0.0018 Ah, + 0,0006 Ay, + 0,0003 A, + V.ODNL Aa r 35.0970 
9; 0,0002 A, — 0,0002 A, — 0.0004 A, — 0,0007 Ah, — 0,0018 A, 4 h, + 0,0016 As + 0,0005 A, + 0.0008 Ayo = 18.070 
v 2 
(Is 0,0001 A, 0,0002 A, 0,0002 A, 0,0004 A, 0.0006 A, 0,0016 A- 4 hy + 0,0014 Ag + 0,0004 Ayo E 63.070 
u - — 0,0001 A, — 0,0001 A, — 0,0002 h, 0,0002 A, 0,0003 Ag — 0,0005 A, 0,0014 A, + I, + V,O012 Au - 80.97 
v 2 
G%° _ — 0,0001 A, — 0,0001 A, — 0,0001 A, — 0,0002 Aa — 0,0003 h, — 0,0004 A, — 0.0012 4, + ho BE = 49,97 





Man erkennt, daß der Ausdruck y=y Y,-sinnzn-sin'vt fürn 1 als gute Näherungslösung 
für die Differentialgleichung der schwingenden Gassäule anzusehen ist. Dabei ist 
ir a | 


\ 


‘ D) Bi) % 5) y r -\9) ‘). 
ae ir DEE TEE Me A > 4 INA .». . 2 
0 


Zi 


Daß hier für die Schwingung des gänzlich verbrannten Gemisches nur ganzzahlıge n auftreten, 
hängt mit den Besonderheiten der Randbedingungen zusammen, ist aber nicht im Wesen der 
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Differentialeleicehung begründet. Unsere Näherungslösung ist deshalb auch 





Ztscehr. 4 
Math. und Meeh. 


angzew. 


für eebrochene 


brauchbar. wenn nur » —1 ist. Die V,,„ im teilweise verbrannten Gemisch (#„<Il/v,) sind die 
eleiehen, wie im gänzlich verbrannten Gemisch, deshalb gilt unsere Näherungslösung auch 
für die Bestimmung der Eirenschwineungsformen des teilweise verbrannten Gemisches. Er- 
setzt man n dureh v nach Gl. (33) und fügt noch einen Faktor B, hinzu, so ist die Näherungs- 


lösune für das Verbrannte 


V,-sın . i 1 


X. Die Eigenschwingungsformen :des teilweise verbrannten Gemisches. 
wird die Eigenschwingungsform dargestellt dureh Gl. 4. Im Unverbr 
entsprechende Lösung 

h v-lı(l &) 
Y,—= b,-sın — 1 :sin#F#. 
| 
V Ar ‘Po ER a ı 


y; und , sollen zusammen die 7, darstellen. 
und Verschiebung übereinstimmen. 


Drucke ereibt sich aus den Gl. (31) und (22). Man erhält die Gleichungen 





Verbrannten 
heißt die 


Im 
annten 


Dann müssen an der Verbrennunesstelle Druck 
Die Abweichune des Druckes an einer Stelle vom mittleren 


| vy;l\yV,ds 
\ . 1 (1 er) , ! . () 
I sın Bı;y \ Sın n. 
| | 
v P & E pP ö / 
] Hz PD, %‘ s | X Po DR ee. 
ı\ 
' / rel vn. + ll en) 
DB. #r ' (’()>S 
\ | | .) 
Y%2,0% Po | Vi,’ Pe 0 Pa | 
| v„-I|yV,ds 
pP | a ze krdı 
Bır : %ı — . COS 1), 
| Ve | m I ° 
/ | | 
x 1 
(J | z Po ar ; e. | 2] j Po © 2 Ei 
f 7 . l- | V, ds 
(« | \ in () 
Sn IE 
d =. | ! ') 
‚y / 
] X] Po U)‘ Er 
Hieraus 
‘ | | ’ r / \ V l = 
) ) ’ 7 | iR GC 
” ve AV, 4 | , 2% AL T 
| R ? ’o 0 | : I IL Col ra 
4, 7 N | | d #4 ] \ la | ] | 
ıy / 
| A] 2 Po Üon° e 
v2. + ll Eu) 
’ I cot . m. 0. 
! 
| A) x Po Ü)° ye 
Diese transzendente Gleichung für » I läßt sich durch Probieren lösen. Wir schreiben sie 


abgekürzt 
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Für die @. b. e und d erhält man mit anderen Zahlenwerten 


29 1.936 d V 0.03; 
a =—:P_ | | "om sec: l ==: UBS: PL} : 
\ In m d & \ ? m 
7ER (1 En) 
e 0,905 : d= 0,840 . 
7.127 misec PP’ .35l1m/see 
2 mt I 


Diese Werte sind für die verschiedenen P,, und damit für die verschiedenen Lagen der Ver- 
brennunesfront zu bestimmen. Dann ist die Gleichung für vr! zu lösen. (Zeile 10 bıs 14 
unserer Tabelle.) Damit berechnet sieh 

B, k ) - sın d: vr.* l 

B,} | V,»:sine-v;- 1 
In den Knoten wird dieser Ausdruck unbestimmt. Dort erhält man aus der Forderung, daß 
im Verbrannten und Unverbrannten der Druck übereinstimmen soll: 


(1 1) 
> 
Br Kr n2\. Maya 
> 7 s Zi m J Vıv- 
B,ı A] 
Normierune: Für die Eigenschwingungsformen soll Gl. (7) gelten: 
| 
: 
E\gds=l. 
m 


Setzt man 9; und , für 7, ein, so erhält man die Bedingung 








\p | 
. = : 7, I\ | V, de 
(Fri Ä EL v MB: 9 () / 5 vll ei 1: | 
N B | ı as-\sın 3 y-daı) IN - ul: 
er Eıw 5 
. Eu . % e . “ . I / 
u IE | R] z Po Ü,' Be U ) 2 £ Po’ u En 


Hieraus ist D,, zu bestimmen. (Zeile 15 und 16 der Tabelle.) 
Nun läßt sich q nach Gl. (23) berechnen. Mit unseren Zahlen ıst 
Are Byrı x Mr ? . at ı7 97 N 0,256 RN 
Y 1,35 | -(cos’ vr. +1: d)- c-e-t4 0,194} TRTE / R 205%. 
Um die Einwirkung von e-e- ‘+ zu zeigen (Einfluß des Druckes auf die Verbrennungs- 
geschwindigkeit), setzen wir 


C-e ıp- (), C-e ig 1. 


Die sıech ereebenden Werte 7 sınd als Yo und Y, unterschieden. (Zeile IS und 19 der Tabelle.) 
In den Versuchen wurden die Druckschwankungen am rechten Ende des Gefäßes ge- 
messen. Deren Amplitude ist nach Gl. (22) 


pP (*E-) B, 
( - Zi | 
u er Fi ’ "yE° i. 


Hr Pr 
(ty 0 \ 


Es sei AK eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende Konstante. Dann ist nach Gl. (17) 
E 

. \vd:, 

| 2. 


’ > 0 
Br, eh: nr 


Damit ist die Amplitude der Druckschwankung für eine beliebige Lage der Verbrennungsfront 
: 
pi > ‘) \uds, 
2%“ Zr" Pı . 


K-] v.;* Br: PP ze .o 0 
! 


0 
Es seı M das Verhältnis der Druckamplitude für eine beliebige Lage der Verbrennungsfront 
zur Druckamplitude für eine vorgegebene Lage der Verbrennungsfront (bei uns &,=0). Die 
Werte der vorgegebenen Lage tragen den Index 0. Es ist dann 


4 By7 | se ’ P\ 
"ko B, ko Pre 
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Die Werte M für e-e=ir—0 und e-e=-‘#—=|] (M, und M,) finden sich in Zeile 24 und 25 


1 
unserer Tabelle. Sie sind in dem beigegebenen Diagramme als Funktion von J’,„ aufgetragen. 


Xl. Vorgänge bei konstanter Temperatur im Verbrannten. Es soll angenommen werden, 
daß der Wärmeaustausch im Innern eines sehr gut isolierten Gefäßes so stark ist, daß die 
Temperatur im Verbrannten als konstant angesehen werden kann. Kleine Abweichungen 
durch jene an der Verbrennungsstelle anzubringende periodische Wärmequelle mögen jedoch 
zuzelassen werden; d.h. der Wärmeaustausch soll nicht so stark sein, daß die Massenkräfte, 
die durch den Wärmeaustausch entstehen, berücksichtigt werden müssen. Diese Verhältnisse 
können bei langesam brennenden Gemischen eintreten. Da keine Wärme nach außen verloren 
eehen soll, bleibt unter der Voraussetzung konstanter spezifischer Wärmen im Verbrannten 
und im Unverbrannten der Zusammenhang zwischen £, und P„ unverändert. V, tritt jetzt 
als Funktion nur von £&, auf. Man erhält aus der Bedingung, daß der Raum des Gefäßes 
erfüllt sein muß, 


Die Berechnung der Eigenschwineungesformen wird hier ziemlich einfach. Die Werte » ! und 
B,, die für die weiteren Berechnungen ausschlaggebend sind, unterscheiden sich fast über- 
haupt nicht von den Werten des vorigen Beispiels (Zeile 27 und 28 der Tabelle). Deshalb 
dürften auch die weiteren Ergebnisse fast vollkommen übereinstimmen. Daraus ergibt sich, 
daß der Wärmeaustausch im Innern für das Versuchsergebnis überhaupt nicht wesentlich ist. 
Die Wärmeverluste nach außen lassen sich bei einem wirklich ausgeführten Versuch ab- 
schätzen aus dem Unterschied zwischen p,,, und dem tatsächlich erreichten Verbrennungs 
enddruck. So dürfte der Versuch so viel Daten liefern, daß wir auf Grund der hier ent- 
wickelten Theorie Aussagen über die Vorgänge an der Verbrennungsstelle machen können. 





Zusammenfassung. Das in der Einleitung formulierte Problem wird in geschlossener 
Form gelöst. An zwei Beispielen mit extremen Annahmen über den Wärmeaustausch ım 
Innern wird gezeigt, daß dieser für das Meßergebnis unwesentlich ist. Maßgebend für das 
Versuchsergebnis ist die Einflußnahme des Druckes auf die Verbrennungsgeschwindigkeit. 
Durch Anwendunge der Theorie auf Versuche scheint es möglich, diesen Einfluß zu klären. 
Zur Bestimmung der Eigenschwingungsformen der nieht homogenen Gassäule wird ein Ver- 
fahren angewendet, das auch bei anderen Schwingungsproblemen von Vorteil sein kann. 


Die Bekanntschaft mit dem Problem verdanke ich Herrn Professor Nägel. Herrn 
Professor Weber bin ich für das warme Interesse, das er dieser Arbeit entgegengebracht 
hat, seine fördernde Kritik und für viele wertvolle Ratschläge bei der endgültigen Fassung 
verbunden. Darüber hinaus fühle ich mieh in ganz besonderem Maße Hern Professor Trefftz 
verpflichtet. Ich betrachte diese Arbeit als eine Frucht der Anregungen, die ich in seinen 
Vorlesungen und Seminaren empfing. Ss34 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Zur numerischen Auswertung des 
Poissonschen Integrals. Ist (er Realteil Zr (ı, 
einer im Äußeren und auf dem Rande eines Kreises 
definierten analvtischen Funktion auf dem Rande 
des Kreises 0< 2:7) bekannt, so ist der zu- 
Imaginärteil J(y) = 4 >?) bis auf 
eine Konstante dureh das Poissonsche Integral! 
eeeeben : 


” 


we % ion 
eehörigr 


Da dieses Integral in der angewandten Mathe- 
matik, vor allem in der Aerodynamik, häufig auf 
tritt, sollen im folgenden zwei Verfahren zu seiner 
numerischen Auswertung angegeben werden?). Das 
erste (A. Walz) hat den Vorzug, stärker schema- 
tisiert und daher im allgemeinen schneller durch- 
führbar zu sein. während das zweite (W. Mang- 
ler) etwas mehr Übung erfordert. dafür aber in 
vielen Fällen eine größere Genauigkeit hat. vor 
allem bei Realteilkurven mit steilen Extremwerten. 
Der Realteil AR (4) wird als endlich und stetig vor 
auseesetzt. 

I. Der Grundgedanke des ersten Verfahrens, das 
an einen Vorschla@g von T. Theodorsen’) an 
knüpft, ist folgender: 

Teilt man die Kurve R(y) in hinreichend kleine 
Intervalle (Breite A y,,) auf und nimmt in diesen 
Intervallen sowohl für die Funktion AR (y) als auch 
für den etz die Werte in der Intervallmitte ,, 
als Mittelwerte an, so liefern je 2 gleich große 
und symmetrisch zum Aufpunkt @ gelegene Inter- 
valle m» und (— m) zum Gesamtintegralwert den 
Beitrag 





| m ( 
> > 5 a. / 4 
3, Mm h m)» cig > 2 I In 
| 1 n 
1 
> > 
ry Ay‘ h m h m) 
Die Werte 
1 1) ( 
R x ah... / ; .) 
Aim=5 coig 9 | Um - . . (2) 


sind dabei dureh die gewählte Lage und Größe der 
Intervalle festlierende Konstanten‘). 


I) Vel. z. B. Hurwitz-Courant: Funktionentheorie, 
3. Aufl., Berlin (1929), S. 322. 

2) Vel.auch F. Weinig: Rechenpapiere zum Integrieren 
dureh Auszählen, ZAMM 17 (1937), S. 369. 

3) T,Theodorsen: Theory of wing seetions of arbitrary 
shape. National Advisory Comitee for Aeronauties. Rep 
Nr. 411 (1931). 

T. Theodorsen and |. E. 
tial theory of arbitrary 
Nr. 452 (1933). 

4) Theodorsen legt der Bereehnung der Konstanten 
!jua nieht den Wert des etg in der Intervallmitte 1, 
sondern den mittleren Wert des etg in den einzelnen Inter 
vallen zuerunde, definiert also 


Garriek: General poten 
wine seetions. NAUA Rep. 


l PSF 
m a 
] \ Li 4 
( eig dı I 
m ) \ > > | ) 
l 
“m 5 IVUm 


Die Werte «a,,, fallen in der Nähe des Aufpunktes y etwas 
erößer aus als die Werte a,n. Vergleichende (zur Aus 
sehaltung von graphischen Fehlern reehneriseh durch 
eeführte) J-Wert-Bestimmungen zu Realteil-Kurven mit 
bekanntem Imaginärteil ergaben mit den Werten a,, bessere 
Übereinstimmung mit den Sollwerten als mit den Werten 
* mr . . . 

(!,y» Das bessere Ergebnis mit den Werten ay erklärt 
sich damit, daß Gl. (2) bzw. (1) in der Umgebung von 4 
auch dann noch mit guter Annäherung gilt, wenn Adv) in 
diesem Bereich nieht näherungsweise konstant ist, sondern 
steil ansteigt oder abfällt. 


Die beiden am Aufpunkt 9 beginnenden Inter 
valle erfordern weren des Unendlichwerdens des 
ete im Punkt lj q eine besondere Betrachtung. 

Bei kleiner Intervallbreite Ay kann AR(y) in 
diesen Intervallen als linear. d. h. als darstellbar 
dureh 

dR 


Ri R (1 7 a A: 
d y) / 


aneenommen und 


ete nr, 


eesetzt werden. Der Beitrag der beiden Intervalle 
zum Gesamt-Integralwert ist dann 


p+2? 
. > m) 
| R d | £ i® 2 gi; 
> | Ug en / / wy 
Z’t, | aRTaT 7 Y f 
f Jı id). 


2 ' [dR | 


pe j \y } ), - .{ R, R 0) 





wobei AR, und R_, die Werte von R(y) an den 
Stellen —+-Ay bzw. g |» sind. 

Für das Poissonsche Integral 
schrieben werden 


kann dann ee 


| 
J/(g) 14 to R_)TU($R, Ri.) 
e I 
ra,(R, er =: ER 
| 
ra, (Ru Rt n)| (Ad, 1) 





Die Bildunz der Produkte a, ,, und u B_m 
und die nachfolgende Addition nach der Vorschrift 
der Gl. (6) läßt sich nun mit Hilfe eines Flucht- 
linien-Netzes mit Intervall-Mittellinien nach Art 
der Abb. 1 in einfacher Weise graphisch durch- 
führen. Die Neigung der Strahlen «,, @,, @s... 
bzw. Go. — A, dy... gegen die Gerade G(+) 
bzw. @G(—) ist proportional den Werten @„, und man 
erkennt leicht, daß dann die in der Abbildung dick 
auszezogenen waagerechten Strecken die Produkte 
Am Em bzw. Ay KR _m darstellen. Die Addition 
dieser Strecken (der positiven und negativen je für 
sich) kann man bequem mit Hilfe der Millimeter 
teilung eines mit der Reißschiene parallel geführten 
(nieht zu kurzen) Rechenschiebers vornehmen, an 
dessen Läufer man einen über der Millimeterteilung 
schleifenden Papierzeiger festgeklebt hat. (Vor- 
schlag in „Hütte I”, 26. Aufl., S. 181). 

Bei der praktischen Durchführung des Verfahrens 
zeichnet man zunächst die Kurve R() einschließ- 
lich der Gradeinteilung der w-Achse auf durch 
sichtiges Papier durch und ergänzt sie nach beiden 
Seiten hin um je 180%. Um den Wert J an der 
Stelle g zu bestimmen, spannt man die Kurve A (y) 
so über das (während der ganzen Ermittlung fest 
lieeende) Fluehtliniennetz, daß der Punkt g auf 
die Symmetrielinie des Fluchtlinien-Netzes fällt. 
Da wegen 


’r 
y 4 
‚it [er 
| et = dg () 
t 
zu der Funktion R(y) eine beliebige Konstante 


addiert werden kann, ist es gleichgültig, in welchem 
Abstand die w-Achse der Kurve AR(y) über der 
Geraden 6, 0, des Fluchtlinien-Netzes liegt (Abb. 1). 
Aus Genauiekeitsgründen wird man diesen Abstand, 
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wie auch den Auftragungesmaßstab für die Neigung 
der Strahlen «a,, und (,y,, nicht zu klein wählen. 
Bei unregelmäßig und steil verlaufenden R-Kurven 
erhält man meist etwas streuende J-Werte Den 
riehtieen Verlauf der J-Kurve findet man in diesem 
Fall dureh Ermittlung einer hinreichenden Zahl 
von Kurvenpunkten. Eine gewisse Kontrolle des 
lurzebnisses hat man in der Bedingung, daß 


J q d] Yi () 


sein muß. 
Beim Entwurf soleher Fluehtlinien-Netze sind 


noch folgende Gesichtspunkte zu beachten: 


Um bei einem bestimmten £zeforderten Genauig 
keitsgrad mit einer möglichst kleinen Zahl von 
Intervallen (d.h. möglichst kleinem Arbeitsaufwand 
auszukommen. ist es vorteilhaft, die Intervalle in 
der Nähe des Aufpunktes, die in der Regel große 
Beiträre zum Gesamt-Integralwert liefern, klein und 
in weiterer Entfernung davon größer zu wählen. 
Je nach dem geforderten Genauiekeitsgrad wird 
man zweekmäßige Breite und Zahl der Intervalle 
wieder verschieden wählen. Die Abbildung zeigt 
2. B. eine Intervallteilung. die bei regelmäßigen 
R-Kurven der angedeuteten Art gute Ergebnisse 
liefert. Einander zugeordnete Linien @,, und Inter- 
vall-Mittellinien m kennzeichnet man zweckmäßig 
durch Anlegen mit gleicher Farbe. Es empfiehlt 
sich, das Netz auf verzerrungsfreiem Papier zu 
zeichnen. 


Il. Das zweite Verfahren beruht auf foleenden 
Überlegungen: Setzen wir: 
2 , 
v—gqg 2 r Bin — 7, R (1 (.r)) ya 
So wird 
| u 
| ( ' 
J q r R (vv) eote \ d l 


1 i BE + 
9n Ra F 2) eote | > z\dy 


"da i . 
Da 0 ist. bereehnen wir statt dessen das 


“ „l 
| 
Integral 
l I] 
| yda Ta I f * 
I (q E d.ı [z(wda r 
T . 7 T, 
Zu seiner numerischen Auswertung hätte man 
4 =) 4 (0) 2 , 
den Integranden z(r) über r auf- 
- 
+] 
zutragen und den Flächeninhalt # (dr zu 
I 
bestimmen, indem die Kurve 2 (.r) dureh eine Treppen 
kurve z(r 2; (1j sSrsrj+Arj)) ersetzt wird: 
F 3 2:A 8. 
Anstatt nun die Kurve R(ı) in die (r, Kbene 


umzuzeichnen, was für jeden Wert von g besonders 
eeschehen müßte, können wir auch die Werte r; 
und 2; bestimmen. indem wir die Realteilkurve auf 
ein Netz legen, aus dem wir die zu jedem Punkt 
eehörieen Werte (.r. 2) sofort ablesen können. Vieses 
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besteht aus den Geraden = ı q 2 aresin .r 


2aresin zj und den Kurven 
l “ 
5 4 


R* (x) Ri R(q > (.r)-r7 2; sin 
Die Gestalt (dieses Netzes ist unabhängige 
von g und das (z, R*)-Koordinatensystem des Netzes 
unterscheidet sich von dem (y. R)-Koordinaten- 
system des Realteiles nur durch eine Parallelver 
schiebung. Wir müssen also die (am besten für 
2 Perioden = „= 4r)) auf durehsichtiges Papier 
gezeichnete PR (y) so auf das Netz legen, 


(Abb. 2). 


Kurve 
daß sein Nullpunkt mit dem Punkt y=g, R(w) 
:R(Y) zusammenfällte Dann muß man die von 
der Kurve R(y) und der #-Achse des Netzes be 
stimmte Fläche in dem Netz durch eine Treppe aus 

Sinuskurvenstücken 
IR > + sin A ı\r; sin - RE: 


2j+4Arj) 
annähern: F=22z;Axrj. Falls die Intervallbreite 
Ir; nicht zu groß ist (4r;j=0,05 oder 0,1), kann 
man die Flächenverzerrung beim Übergang aus der 
(r, 2)-in die Netzebene „im kleinen” vernachlässigen, 
abgesehen von der Umgebung des Punktes r=V0, 
Falls sich hier die Kurve R(y) nicht an eine der 


Netzkurven R =2z;j-sin z zut anschmiegt. müssen 

wir für die Umgebung von r—=0, etwa für 0.15 
+ 0,15 

x —0,15,das Teilintegral J, = \2z (x) d.r besser 
8.13 


nach der Integrationsformel von Ga uß°) bestimmen. 
Dazu nehmen wir an, daß sich die Funktion 
R (1) = y(.r) in diesem Bereich durch ein Polynom 
höchstens 4. Grades, also 2 (2) durch ein Polynom 
3. Grades annähern läßt. Dann ist das Integral J, 
durch 2 Werte des Integranden darstellbar: 


J, = 0,15-|2 (2_,) + 2 (2,) 


(x_, -z, 0.08661|. 


Zur Bestimmung der Werte z(r,) und z2(r_,) Sind 
an den entsprechenden Stellen des Netzes (Abb. 2) 
Skalen angebracht worden. 

+1 


2 d.r 
Weeen 
r 


—! 
der Forderung freimachen. dab 2 (0) =U sein muß. 
Die Kurve R (1) muß so auf das Netz gelegt werden, 
daß der Wert y=g mit der Mittellinie des Netzes 
zusammenfällt. Die Kurve kann dann noch so ver- 
schoben werden. daß die Ablesung der Werte 2; 
möglichst bequem wird. Damit wird 


0 können wir uns jetzt auch von 


F=n:J(g U 10.15-(2(r_,)+2(r4+,))-+2’2;jArj}. 
wobei die Summe über die Intervalle in 2: 

0.15 und 015 << r 1 zu erstrecken ist und U 
einen Umreehnungsfaktor bezeichnet, nämlich die 
Zahl der Aty)-Einheiten. die der Einheit der 
Ordinatenachse des Netzes entsprechen. 

Da in der Nähe von .r = + 1 der Flächenmaßstab 
des Netzes e_erenüber der (r.z)-Ebene ebenfalls 
stark verzerrt ist. wählt man hier die Intervalle 
Ir; zweekmäßig etwas kleiner. Da aber diese 
Bereiche zum Gesamtintegral F nur wenige beitragen. 
ist ein hier etwa vorkommender Fehler von ge- 
rineer Bedeutung. 

Als Kontrolle für 

9 


die Rechnung läßt sich auch 


hier die Beziehung \J/(g)dg 0 verwenden. 


() 
Rechnen. 


5) Verl. z. B. Rungze-König: Numerisches 


Berlin 1924, S. 27». 











Band 18, Heft 5 gr ’ ’ 
Oktober 1938 Kleine Mitteilungen 311 








Falls man im Auszählen in dem Netz der Abb. 2 braucht man nur etwa 3 Stunden, wobei man aller 
einiee Übung hat, braucht man bei Verwendung dings eventuell eine etwas größere Ungzenauiekeit 
einer Addiermasehine oder eines Addiators für die in Kauf nehmen muß®) 

Ermittlung eines Wertes J/(g) 10 bis 15 Minuten. 
also für die Bestimmung des Imaginärteiles etwa 
4 bis 5 Stunden. wenn man die Kurve an 20 Punkten 


(Göttingen. W. Mangler, A. Walz. 846 


berechnet. Der Zeitaufwand Ist demnach kleiner 6 3jei profiltheoretischen Aufgaben (Ermittlung der 
als bei Verwendung der harmonischen Analy se und Druckverteilung zu einem beliebigen Profil, Bestimmung 
Synthese, ohne daß die Genauigkeit des geschilderten des Profils zu einer vorgegebenen Druckverteilung) er 


A I: A ER probte Netze (Abb. I und 2) können als verzerrungsfreie 
Verfahrens geringer ist. Bei dem zuerst darge- Pausen vonder Aerodynamischen Versuchsanstalt Göttingen 


stellten Verfahren (Zahl der Intervalle wie in Abb. 1) bezogen werden. 


Ug -Uyr-Qg-Q5-Ay -Q3 -Ap A, Q, -Qy-Qy, a, Az Add Ur ap 
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Zur optischen Abbildung von Strahlen- 
systemen. 

1. Einleitung. Unter einer optischen Ab 

|ldunge man die durch irgendein 
optisches System erzeugte Abbildung der Strahlen 


erste ht 


eine Dineraums auf die Strahlen eines Bild 
raums. Ding- und Bildraum sollen optisch homo 
ven-isotrop (Breehungszahlen n, n’), die Ding- und 
Pildstrahlen also geradlinig sein. Außerdem setzen 


oeradenweise ein 
Beschränkune aul 
Dine- und Bild 
keitsforderungen 
elnden Flächen des 
läbt. 


IF Voräalis. dab die \hhıldune 
einleut r Sel. Was sich dureh 
riecht zu erobe Ausschnitte des 
raums und dureh gewisse Stetig 
für di 


optischen 


breehenden oder spieg 


i 
% 4 i % 
SVSLEMS STETS EeTTelichen 


Bekanntlich ! kann nicht jede eineindeutiee 
Ir rirch nabbıllune ZW Io] Rkiaume ls optiseh Ab 
bildung verwirklicht werden, sondern die optische 
kealisierbarkeit ist an eewisse Bedineuneen ge 
hunden. Daraus folet,. dab zwei dureh eine 
optisch \bbildung verkoppelbare Strahlen 
systeme 2, 2 >-parametrige Geradenmengen 
nieht voneinander unabhäneie sind. sondern in 
einer besonderen eeweenseitieen Beziehune stehen 


müssen, Das Ziel der foleenden Ausführuneen Ist 
I 
l 


e3. Zur lie St Bi ie NliINY eine MEINES Wissens his 
her noeh nicht bemerkte linieneeometrische Deu 
tune (Nr. 4) zu entwiekeln: sie ergibt sieh un 
mittelbar aus dem Beerilf der Poinecare 


1 


ehen Inteeralinvarianten (Nr. 2) und einem Inte 
rralsatz von W. Blaschke (Nr. 3) und ist so 


f’ 


wonl 1] Strahl IS\ Stemi mit re len als auch ul 


imaeinären Brenntlächen anwendbar ? 
Die Arbeit auch ohn« 

besondere Vorkenntnisse aus der Strahlenoptik 

und der difterentiellen Linieneeometrie verstanden 


werdei 


solehe mit 


ist so eesehrieben. dab sie 


kann. 


2. Poincaresche Integralinvariante. Kine eın 


Iinleutie Geradenabbillune ist, wie sehon in deı 
Kinleitune lesteestellt im alleemeinen kein: 
optische Abbildune. Eine notwendiee Bedineunge 
ler optischen Realisierbarkeit liefert die Poın 
earesche Inteeralinvariante. für die wir hier die 
Deutune von GG, Prane ‚verunde leeren 
Wir betrachten eine beliebige „Strahien 
| les Dinzraums \bb. 1 nal lie ent 
a 
f WO 
/ f a \ 
| f un 
| "ru / \ 
] ! 
| | 
| | 
U / 
e en 
ee U usa 
es 
ea; 
\bb. 
sprechende >Strahlenröhre des Bildraums. Eine 


KNurve G, die die Geraden der Strahlenröhre des 
Dineraums senkreeht schneidet. endet nach einem 
vollen Umlauf in einem Endpunkt B, der vom An 


i 


Isugspunkt 1 verschieden sein kann. Die Ent 
fernune 4 IB I* B* ist von der Lage des 
\nfangspunktes A unabhängig: denn zwei von 

1) \Vel \] I1« I beı ver: hei elie | meebung eines 
St his } ptische N \ | ZAMM Bd. 0 (1950), 
Selle \ 5 IN 

Kine ande re, doel ! r auf >Stıiahlensvsteme mit 

reelle: Brent lieheı In ielıche eeometrische Deutung 

det sieh bi ( (arathe dorx (eometrische Optik 
(Erg. d Math. und ihrer Grenzgeb., Bd. 1\, Heft 
l i), » bis NS] 

} Vel. das in Fußnote renannte Buch, Seite 39, 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


verschiedenen Punkten 4, 4* ausgehende Kurven 
6, 6* schneiden die Strahlen der Röhre äquidi- 
stant. Über das Vorzeichen von 4 wird eine ge 
eienete Verabredung getroffen. Hat q° die analoge 
Bedeutune für die entsprechende Strahlenröhre 
des Bildraums, dann gilt bei jeder optischen Ab 
hildune notwendie 


N ‘/ nu . . . ‚ . r ] 


7 ist also eine optische Invariante und heibt 
Inteeralinvariante, 


io IÜATBR SCH 


3. Zwischenbemerkung aus der Liniengeonietrie. 
Wir stellen hier die im folgenden benötieten Tat 
achen aus der Linienzeometrie der Strahlen 
systeme 2-parametrieen Geradenmengen) kurz 
zusammen ? 


> 


a)ASphäriscehes Bildeines Strahlen 
systems. 

Trärt man von einem festen \nfanzspunkt 3 
aus zu den Geraden eines Strahlensystems paral 
lele Einheitsvektoren ab, so wird jedem System 
strahl ein Punkt der Einheitskugel um G zuge 
ordnet. Einem durch eine Strahlenröhre begrenz 
ten Ausschnitt des Strahlensystems entspricht ein 
Flächenstück der Einheitskugel als sphäri 
Bild. Mit df soll das Flächenelement 
des sphärischen Bildes bezeiehnet werden. 

bh) Mittierer 


BYBTEe NE. 


sches 


Drall eines Strahlen 
Strahlenmenee bildet eine 
Unter dem Drall dd einer 
man den Grenzwert 


Kine I-parametrige 
Strahlenfläche. 
Strahlentläche versteht 


d—=limh/g. 
> 0 


den Winkel und Rh den kürzesten Abstand 
zweier Geraden der  Strahlenfläche bedeutet 
\bb. 2): je nach dem „Sehraubsinn” wird d positiv 


wobeı 4 





Abb. 2. 


zw. neeativ zerechnet. Bei abwiekelbaren Flächen. 
B. Kereltlächen. ist d (1: Strahlentlächen mit 
(), also insbesondere Zylindertlächen, schließen 


vir fortan aus. 

Wir betrachten nun alle in einem Strahlen- 
system enthaltenen Strahlentlächen, die einen 
[esten Systemstrahl 2» gemeinsam haben. Die 
Drallwerte, welche diese Strahlentlächen bei dem 
festen Strahl » erreichen, liegen zwischen zwei 


Extremwerten dx und din. Das arithmetische 


\Mittel 


soll mittlerer Drall des Strahlensystems 


heißen. 


3eweise kann man nachlesen bei W. Blaschke: 
Aufl. (1930), Seite 277 bis 281. 


1) Die 
Differentialgeometrie I], 3. 
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> 


e) Inteeralsatz von Blaschke. 

Für einen von einer Strahlenröhre begrenzten 
Aussehnitt eines Strahlensystems et nach 
W. Blaschke 


mei Dal: 3 nn 5 0 er Ra 


Hierbei hat q für die beerenzende Strahlenröhre 


die in Nr. 2 erklärte Bedeutune. D ist der von 
Strahl zu Strahl veränderliehe mittlere Dral! des 
Strahlensystems und df das Flächenelement des 
sphärischen Bilds. Das Flächenintegral des mitt 
!eren Dralls wurde erstmalie von E. Cartan 
eineeführt. 


4. Optische Abbildung eines Strahlensystems. 
Mit Hilfe der in Nr. 3 bereitgestellten linien 
eeometrischen Begriffe ergibt sich jetzt folgende 
notwendige Bedineune für zwei durch eine 


optische Abbildung  verkoppelbare Strahlen 
systeme 2, 2% 

Zu jedem PaarzugeordneterStrah 
len von 2. 2 reehört eine rewisse 
y .. .. > ’ d ;’ .. 
Flächenvergröberung ® j 4 der sphä 
rischen Bilder und ein evewisses Ver 

‚ D’ 
hältnis der mittleren Drallwerte. 

DD 
’ 
wo, und die Breehuneszahlen n. n 


/) 
sind bei jeder optischen Abbildung 
dureh die Gieichung 

n" D' 


n D 


’ 


verknüpft. 
eweis: Aus (1) und (2) folgt für irgend zwei 
durch einander entsprechende Strahlenröhren be 


erenzte Ausschnitte von 2, 2 


n\Ddf "\DdAf. 


Indem man die Strahlenröhren auf die Umgebung 
eines Ding- bzw. Bildstrahls einschrumpfen läßt. 
erhält man solort mit 


nDd} n D’ dj’ 


ste zu beweisende Beziehune (3). 


Man beachte den analoo I Bau ıInserer 
(leiehune (3) mit der bekannten Gleiehune von 
,aeranec 


N 


für die optische Abbildung zweier zu einem Ding 
bzw. Bildstrahl senkrechten Flächenelemente: An 
Stelle der Längenvererößerunge P und der Winkel 
vereröberunge y der Lagrangeschen Gleichung 


( 
' 
’ 


tritt ın (3) die Drallvererößerune 1) und die 


sphärische Flächenvergröberung ©, 


Die Normalensvsteme,. d. h. die von 
ch n Normal ll eine] "läche ebil l ten Strahlen 
systeme, jassen sich Jliniengeometrisch dureh 
7 0 (Abb. D). also nach (2) auch dureh «di 
Forderung verschwindenden Dralls D 0 kenn 
zeiehnen. Da in (3) sich D 0" und D V veren 
seitie bedingen, folgt auch aus (3) sofort der Satz 
von Malus: Ein Normalensystem bleibt bei jeden 
optischen Abbildung Normalensystem. Wegen 
unserer Voraussetzung 49 0 (Nr. 3b) sind die 


Fälle © 0) und ö 0, also insbesondere die 
(!) 
Parallelenbündel. von der PBetrachtune ausee 


sehlossen. 


Aachen. R. Sauer. 865 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr.-Inz. G. VOGELPOHL VDlI, Beiträge zur 
Kenntnis der Gleitlazerreibung Mit 
teilunz aus dem Institut für Techn. Strömungs 
forschung a. d. Teehn. Hochschule Berlin. Leitung: 
Prof. Dr.-Ing. H. Föttinzger VDI (VDI-Forschungs 
heft 386. Beilage zu „Forschung auf dem Gebiete 
des Ingenieurwesens"”, Ausgabe B. Bd. 8. Sept./Okt. 
1937.) 28 8. m. 38 Abb. u. 6 Zahlentafeln. Berlin 
1957. VDI-Verlag,. GmbH. Preis 5 M. 

Die vorlierende Abhandlung, der ein Schrift 
tumverzeiehnis von 81 Nummern beigegeben ist. 
stellt eine unzemein sorgfältige kritische Durch 
musterunz des «erenwärtieen Wissens über die 
Schmierungsvorgänge im Zapfenlager dar und 
macht den Leser darüber hinaus mit einer Reihe 
wertvoller eizener Forschungeserzebnisse des Ver 
[assers auf diesem Gebiete bekannt. Die Dar 
stellung gruppiert sieh um folgende drei bis dahin 
noch nicht befriedigend weklärte Einzelfraren. auf 
deren Aufhellunge das Hauptaugenmerk des Ver 
fassers verichtet ist: 

1. Wie wird der Druckverlauf. der nach der 
hydrodvnamischen Theorie für das unendlich 
lange Zapfenlager weitgehend geklärt ist. durch 
die endliche Lagerlänre zeändert? 

2, Welche Bedinzungen sind in dem Gebiet an 
zunehmen, in dem die Reehnunz nerative Drucke 
erzibt? 

3. Kann die hydrodynamische Theorie dazu bei 
traeen. die Erscheinungen der Mischreibunge zu 
klären? 


Die Darlegungen über die erste Fragengruppe 
berinnen mit einer Aufstellunz des Gleiehungs 
systems, das sich bei Berücksichtigung der Er 
wärmunge des ÖOls und der dadureh veränderliehen 
Zähiekeit ergibt. In der allzemeinsten Formu 
lierunz sind dies die erweiterten Navier 
Stokesschen  Gleiehunzen. die  Kontinuitäts 
oeleiehune und die Gleiehunz des Wärmestromes, 
Auf diese Gleiehungen werden die vereinfachen 
den Annahmen, die bereits O0, Revnolds in 
seiner erundlerenden Arbeit formuliert hat. anze 
wandt und das so entstehende Gleichungssystem 
diskutiert. Der Verfasser findet. daß mit euter 
Annäherung die Revnoldssche Gleiehunzr auch 
bei veränderlieher Zähiekeit verwendbar bleibt. 
und er gelanet dabei zu einem bemerkenswerten 
„Minimalsatz der Larerreibune“, der besart, daß 
bei gerebenem "Verlauf der Sehmierschichtdicke 
die in Wärme verwandelte Reibunesarbeit ein 
Minimum wird. falls. wie das meist ja der Fall ist. 
von dem umgewälzten Öl keine äußere Pump 
arbeit zeleistet wird... Der Minimumsatz ermör 
lieht nun die Anwendung der bekannten direkten 
Verfahren der Variationsreehnunge auf die Aufrabe. 
Vogelpohl führt als Beispiel die Rechnung 
für das vollumschließende endlieh lange Larer mit 
Hilfe eines Reihenansatzes durch. dessen Beiwerte 
nach dem Ritzschen Verfahren ermittelt werden. 
Unter der Annahme. daß die Teile des Larer 
spaltes,. in denen die Reehnunz Unterdrücke zibt. 
in Wirklichkeit unwirksam bleiben. wird der Zu 
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sımmenhanz zwischen der Exzentrizität des 
Zapfens und den Zapfenkräften vollständig durch 
eerechnet. 

Zur Nachprüfung der Rechnung und zum Stu 
dium der zweiten Fragengruppe hat Vogel 
pohl Versuche an einem Lager mit vollumschlie 
Sender «wläserner Larerschule gemacht und u. a. 
lie Stromlinien beobachtet. andererseits auch _ (die 
an Stelle der nerativen Drücke zu erwartenden 
Kavitationsvorzeänze beobachten können. Dem 
phvsikalischen Verhalten des Öls bei Unterdruck 
hat er Versuche gewidmet. Es zeigt 
sieh. daß das Öl im zewöhnlicehen Zustand erheb 
(‚asmenzen enthält. die bei Eintritt 
\on Unterdruck auszeschieden werden. Der Druck 
in den beobachteten Kavitationsräumen ist dem 
nach durehaus nieht zleich dem Dampfdruck des 
Ols, sondern liert (nach Göttinzer Feststellungen) 
bei eenürender Ölzufuhr wesentlich näher dem 
\tmosphärendruck. In diesem Abschnitt vermißt 
Ref, allerdines einen Hinweis auf den s. W., zu 
Stieber anrerebenen wichtiren Satz. 
daß aus Kontinnitätsrücksichten eine Hohlraum 
bildunz im Oltilm nur an solehen Stellen eintreten 
dp 


hesondere 


liche relöist 


erst von 


kann. wo ohne Hohlraumbildun«e 0 ist. d.h 


(Ef 
nur an oder hinter einem Druckminimum. 

Die dritte Fraxengruppe befaßt sich mit den Ab 
weiehunzen. die bei hochbelasteten Larern durch 
die starke Erwärmung des Öls im Inneren des 
l,arerspalts infolze der inneren Reibungsarbeit 
entstehen. Die Ölzähirkeit nimmt mit zunehmen 
der Temperatur bei allen Schmierölen sehr stark 
ab, wobei zwisehen den einzelnen Ölsorten aller 
dines Unterschiede bestehen. Die Belastbarkeit 
eines solehen Lagers hänet sehr fühlbar davon ab 
Zähiekeit am Ende des belasteten 
l,agerspaltes noch ist, und es ist er 
siehtlieh. daß ein Öl mit einem zerinzeren Abfall 
der Zähirkeit bei steigender Temperatur sich wert 
voller erweist als eines mit einem steilen Abfall. 
Vorelpohl führt für den rechnerisch besonders 
einfachen Fall des Schmierkeils"“ die 
Reehnun®e unter Berücksiehtieune der Erwärmung 
numeriseh dureh. wobei für die Zähiekeit der An 
satz eemacht wird 


wie eroß dıe 


Teiles (les 


ebenen 


N) 1), ( i 1) 


daß es bei dem Ver 
wesentlich auf die 


7 - Temperatur). Er findet 
halten des jeweiligen Falles 


) 
) 


Gröbe ankommt Raumzrewiecht. e = spezi 


ae 
fische \Wiirmi 
hei (der Messung der 


Kr weist darauf hin. dab es sich 
Re’buneskraft zwischen den 
‚wei  aufeinandergepreßten  gekreuzten Stahl 
zvlindern der D. Thomaschen Ölprüfmaschine 
um einen Fall handelt. bei dem die Erwärmung des 
Öls in der Sehmierschieht wesentlich ist. In der 
lat zeiet sich, daß die auffälligen Unterschiede 
die die verschiedenen Ölsorten vemäß den Voit 
ländersehen Messuneen mit dieser Maschine 
liefern, in eine systematische Ordnung gebracht 

wenn man (die zremessenen Rei 


werden können 
buneskräfte nach der Voxzelpohlschen Größe 


) 

ordnet. Diese kann-a!so als ein physikalisches 
” 
Maß für die bisher nur zefüh!smäßie als „Schmier 
wert” eineeführte Eirenschaft zelten. Es schlie 


ßen sieh Bemerkunzen an über die wirkliche Ge 
stalt von teehniseh elatten Obertlächen. die immer 
beträchtliche meßbare Unebenheiten ent 
halten. Für die sorenannte Mischreibung,. d. h. 
len Übereanze von dem eirentlichen hydrodyna 
Schmierzustand zu der Coulomb schen 


noeh 


mischen 
Reibuns. gewinnt man daraus die Vorstellung. dab 
h’er im wesentlichen auch hydrodynamische Rei 





.Genauiekeitstafel” 





Ztsehr. f. angew. 
Math. und Mech. 


bunz des in den Vertiefunzen befindlichen Öles 
herrseht. aber verbunden mit Voreäneen wie bei 
den aufeinandergepreßten Thomaschen Zylin 
dern. z. T. aber auch mit wirklicher Berührung 
der Hervorrazunzen, die nur einen verhältnismäßie 
sehr kleinen Flächenanteil der Oberflächen aus 
machen. Ein Ausbliek auf die Versuche. die zur 
weiteren Klärung des Frageneebietes nötie sind. 
chließt die Darlerung. L. Prandtl. 8% 


HANS BACHMANN, Tafeln über Abküh 
lungsvorgänge einfacher Körper. 88. 
m. 3 Abb. u. 3 Taf. i. Mappe. Berlin 1938, Verlag 
Julius Springer. Preis brosch. 4,80 M. 


Der Verfasser hat sich die Aufgabe eestellt, den 
Temperaturverlauf bei der Abkühlung eines Körpers 
mit innerer Wärmeleitungz und Wärmeübergang an 
eine Umgebung mit konstanter Temperatur für die 
einfachsten Fälle und die wichtiesten Punkte an- 
zugeben. Dieses sind die unendliche ebene Platte. 
der unendlich lange Zylinder und die Kugel, wobei 
Körper zunächst auf konstanter Anfangs 
temperatur gewesen sind. In den drei Tafeln sind 
für jeden dieser Körper der Temperaturverlauf in 
der Mitte und am Rande sowie die nach außen ab 
eerebene Wärme in Abhängiekeit von der ver- 
striehenen Zeit dargestellt. Für verschiedene Ver- 
hältnisse der Wärmeübereaneszahl zur inneren 
Wirmedurehzaneszahl ergeben sich verschiedene 
‚eitliche Verläufe, die dargestellten Kurven sind 
daher nach diesem Parameter geordnet. Man wird 
dem Verfasser und dem Verlag dankbar sein, daß 
die Erzebnisse mit einer ausreichenden Genauiekeit 
zur Verfürung stehen, so daß man sieh in diesen 
einfachsten Fällen nicht mehr mit Näherungen be- 
enüzen muß, wenn man die langwierige Berech- 
nıne schent. 


diese 


Braunschweig. X\. Busemann. 845 


Prof. Dr.-Inze. KURT RAUH, Dr.-Ing. HERMANN 
MARKS, Dipl.-Ine. WALTER BÜNDGENS, Dipl. 
Ine. KARL OTTO, Kardanbewerung und 
Koppelbewegung, ein einfaches Ver 
[ahren zur Klärune der Bewerunes 
verhältnisse und zum schnellen und 
sicheren Entwurf von Koppelkurven 
(‚etrieben. Praktische Getriebeteehnik. Heft 2. 
herauszereben von Prof. Dr.-Ing. Kurt Rauh, Techn. 
Hochschule Aachen.) 63 S. m. 93 Abh.. 3 Konstruk- 
tionstafeln und 1 Genauiekeitstafel. Berlin 1938. 
VDI-Verlae G.m.b.H. Preis br. 12 .M. 

Die Grundlage für die Konstruktion von Koppel- 
eetrieben durch 4 bzw. 5 vorgerebene Lagen bilden 
le Burmesterschen Sätze, deren Anwendung 
jedoch sehr zeitraubend ist und deren Ergeh 
nisse zeiehnerisch oft nur unsicher erfabbar sind. 
Insbesondere werden (diese Sätze verwendet für die 
rmittlune von Getrieben mit Stillständen während 
voreerebener Zeiten. Die Schwieriekeit liegt darin. 
daß sieh die genauen Verfahren nur auf einen be- 
stimmten Zeitpunkt beziehen, während für die hier 
vorlieeenden Aufeaben kinematische Aussagen „im 
eroßben" zrebraueht werden. Diese Schwieriekeit 
wird in der vorlierenden Arbeit dadureh überwun 
len. daß man dem Koppelgetriebe in jedem Augen 
blicke der Bewerune in einfacher Weise ein Kar 
dankreispaar zuordnet, an dem man alle notwen- 
lieen Konstruktionen leieht ausführen kann: hierzu 
übersichtliche Kurventafeln  beirereben. 
Mörliehkeiten und Ausartungen 

untersucht. Zur Überprüfung 
zwisehen den Punktbahnen 
Krümmuneskreisen ist eine besondere 
entworfen worden. Mehrere 
besprochen. 


werden 
Die auftretenden 

werden ausführlich 
ler Übereinstimmung 
und ihren 
Beispiele sin ausführlich 


DI. 871 


Karlsruhe, Th. Pösehl. 


Band 18, Heft 5 
Oktober 1938 


JÖOSEF HAILER, Technischer Reiehsbahnober 
inspektor, Gleiskrümmunge und Flieh 
kraft auf Eisenbahnbrücken. eine 


Anleitung zur Bereehnung dieser 
Kinflüsse auf die stählernen Eisen 
bahnbrücken unter 
Vorschriften der 
bahn. VI 19 S. m. 
lae Wilhelm Ernst & Sohn. 

Diese Schrift bezweckt. eine einheitliche Grund 
lage für die praktische Berechnung der Einflüsse, 
die dureh Gleiskrümmunge und Fliehkraft auf Eisen 
bahnbrücken hervoreerufen werden. zu «eben. und 
„war für alle Fahrbahnglieder (Hauptträger, Quer 
trärer, Längsträger und Schwellen). Es werden 
einfache Formeln entwickelt. dureh die der Prak 
tiker die in Frage kommenden Werte auf schnellem 
Weoe ermitteln kann. wobei die neuesten Vor 
schriften und Bestimmungen berücksichtigt werden. 

Karlsruhe. Th. Pösehl, VDI. 871 


Dr.-Ine. RUDOLF KIRCHHOFF, Die Statik 
der Bauwerke. 3. Band: Methoden be 
sonderer Art zur Bereehnunze statiseh 
unbestimmter Systeme unter 
derer Berücksiehtieune der neuzeit 
lichen hocheradie statisch unbe 
stimmten Bauwerke. Die Klastizi 
tätstheorie der Gewölbe. Mit 75 z. T. 
farb. Textabb. 2. Aufl. Berlin 1938. Verlae von 
Wilhelm Preis eeh. 18 M, geb. 
2) M. 


Mit dem dritten Bande liert nun die zweite Auf 
lage des bekannten Werkes vollständige vor. Wie 
der Titel sagt, behandelt dieser Band die statisch 
unbestimmten neueren Bauweisen. wie Rahmen- 
trärer in ihren mannigfaltieen offenen und ge 
sehlossenen Formen, durchlaufende Rahmen, Stock - 
werkrahmen u. del. Die verwendete Methode ist 
fast durcehwees die der Arbeitseleiehungen. Den 
Schluß bildet eine Bereehnune der Gewölbe. die 
für alle Fälle von Eisenbetongewölben brauchbar 
ist, bei denen die Kiseneinlagen eine volle Einspan 
nunz in die Widerlager sicherstellen, sowie auch für 
Betonzewölbe ohne Eiseneinlagen und für Stein 
eewölbe,. bei denen in den Kämpferquerschnitten 
keine Zuespannungen entstehen, Hervorzuheben 
ist die eroße Anschanlichkeit der Darstellung. (ie 
dem Werke schon in der ersten Auflare ihren Leser 
kreis gesichert hat. 


Deutschen Reichs 
6 Abh. Berlin 1938. Ver 
Preis br. 3.80 M. 


bes on 


Sohn. 


Ernst & 


Karlsruhe. Th. Pösehl. VDI. 871 


A. BUDNICK, Dr.-Ing. habil.. Zeicehnerische 
bBehandlune von Kräften und Momen- 
tenin Koppel- und Rädertrieben. VDI- 
Forschungsheft 388. Beilage zu „Forschung auf dem 
(sebiete des Inzenieurwesens“, Ausrabe B, Pd. 9, 
Januar/Februar 1938. 22 S. m. 106 Bildern. Berlin 
1938. VDI-Verlae G.m.b.H. Preis eeh. 5 M. 

Für die Anlage der Momentenpläne von Getrieben 
wird die Analogie zwischen der von Culmann 
herrührenden Darstellung «der Momente einer ebenen 
Kräfterruppe durch Strecken im Seileck einerseits 
und der Drehmomente Getrieberlieds, das 
sich um einen Punkt dreht. andrerseits verwertet. 
Auf Grund dieser Analorie werden zeichnerische 
Verfahren entwickelt. die die Größe und Um- 
formune von Kräften und Momenten in Getrieben 
behandeln und für den Konstrukteur, dem meist 
nur die Drehzahlen und Leistungen. und damit die 
Drehmomente vorliegen, wiehtie sind. In gewissen 


eines 


Fällen können sie überdies zu einem Überblick über 
die zu erwartenden Verluste führen. 
sind die 
Momentenpläne in 
von Gliedern und die 
pläne zur 


Hervorzuheben 
Ausführungen über die Ausartung der 
Totlaren und in Parallellagen 
Verwertung der Momenten- 


Iirfassunge (der Massenkräfte. Die Er- 
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wird für Zahnrad- 
Stirn- und Kegel- 


mittlune der Reibungsverluste 
und Umlaufrädergetriebe mit 
rädern ausgeführt. 

Karlsruhe. Th. Pöschl. 832 

Dr. R. FELDTKELLER, ord. Prof. u. Dir. d. 
Instituts f. Nachrichtentecehnik a. d. Techn. Hoch 
sehule Stuttgart, Einführung indie Vier 
poltheorie der elektrischen Nach 
richtenteehnik (Physik und Technik der 
Gegenwart, Abt. Fernmeldetechnik, herausgereben 
von Prof. Dr. Heinrich Fabbender, ord. Prof. a. d. 
Teehn. Hochseh. Berlin. Bd. ID. IX + 142 S. m. 


85 Abb. Leipzig 1937, Verlag S. Hirzel. Preis 
oeecehb. 10 M. 
In der Theorie der elektrischen Stromkreise, 


besonders in den Anwendungen dieser Theorie in 
der elektrischen Nachrichtentechnik, hat der Be- 
eriff des Vierpols eine zentrale Bedeutung. Es 
ist schwer zu sagen, wer ihn erdacht hat; er er- 
scheint bereits in der Leitungstheorie bei Hea 
viside und anderen: seine umfassende Be 
deutune haben wohl zuerst F. Breisig und 
A. E. Kennelly erkannt. Durch die Theorie 
der Kettenleiter und der zusammengesetzten 
Übertragungssysteme wurden seine Eigenschaften 
klar herausgestellt und die alleemeine Aufmerk 
samkeit auf seinen Nutzen zelenkt. Allmählich 
hat sieh der Vierpol zu einem immer abstrakter 
eewordenen Begriff entwiekelt. der in seiner 
z. Zt. alleemeinsten Fassung durch eine Matrix 
von Koeffizienten dargestellt wird. 

Bei dieser Sachlage ist eine dem Vierpol und 
seinen Eigenschaften gewidmete Monographie zu 
beerüßen. Der Verfasser, dem wir verschiedene 
neue Sätze über Vierpoleigenschaften verdanken, 
eibt in dem vorlierenden Buch eine Einführung, 
zwar in erster Linie an den Anfänger 
wendet, die aber so Vieles enthält, daß sie auch 
von dem Kenner und Fachmann gern und mit 
Vorteil benutzt werden wird. 

Die einleitenden Abschnitte bringen die grund 
ierenden Beeriffe: Wellenwiderstände, Über 
setzuneen, Übertragunesmaße, Scheinwiderstände, 
Ersatzschaltungen u. dei. Weitere Kapitel be 
fassen sich mit den symmetrischen Vierpolen ohne 
Verluste, die als elektrische Siebe wichtige sind, 
und mit den unsymmetrischen Vierpolen. Dann 
folgt die allgemeine Theorie der linearen Vierpoie 
mittels der Matrizenreehnung. Hier würde es 
vielleicht dem Zweck des Buches mehr ent 
sprochen haben und dem Leserkreis besser ge 
dient worden sein, wenn der Verfasser die ein 
[achen Rereln für das Reehnen mit Matrizen 
nicht nur angereben,. sondern auch kurz be 
«ründet hätte, zumal sonst überall die mathe 
matischen Herleitungeen und Beweise klar und 
leicht faßliceh durchgeführt sind und dadureh das 
Buch gerade für den Studierenden und Anfänger 
im Fach sehr gut geeienet ist. Die druckteeh 
nische Ausstattung ist vorzüglich. 

Berlin-Schöneberg. K.W. Warner. 879 


. 


1 Be 
(GC SIEH 


Höhere Mathematik für den Praktiker. \n Stelle 
einer 5. Auflaee des Lehrbuches der Differential 
und Integralreehnun®e von H. A. Lorentz, net be 


arbeitet von Prof. Dr. G. JOOS und Prof. Dr. TH. 


KALUZA, Göttingen. XII + 364 S. Leipzie 1938, 
J. A. Barth. Preis broseh. 23 M., zeb. 24.50 M. 


Die erste, holländische 
siker, Inzenieure und andere Naturwissenschaftler 
hestimmten Werkes stammt schon aus dem Jahre 
1882. Es war die Absicht seines Verfassers, ein 
l‚ehrbuch der Differential- und Interralrecehnung 
zusammenzustellen. das die .rein mathematischen 
Anwenduneen in den Hintergrund treten ließ. da- 
veeen zur Krläuterunz ausziebie Gebrauch machte 


\uflaee dieses für Phys 
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Ztsehr. f. angew. 
Math. und Mech. 





von den Beispielen aus der Mechanik und Physik“. 
\ber es ist klar. daß man an ein mathematisches 
Buch Phvsikers nicht denselben Maßstab 
ler mathematischen Schärfe der Berriffsbildune 
und des lorisehen Aufbaues leren darf. wie wenn 
ein Mathematiker dafür verantwortlich zu machen 
wäre. In der Neubearbeitunz hat der Phvsiker 
J\ nieht nur die Zahl der physikalischen Frage 
stelluneen vermehrt. sondern es auch für zweck- 
mäßie, vielleicht sorar für nötir erachtet. einen 
Mathematiker (K) zur Hilfe zu nehmen. der .zanz 
besonders (die Grenzen zu überwachen hatte. die 
auch bei einem derartieen Buch nicht überschritten 


eINES 


werden dürfen“. Ein sehr riehtieer und einleuch 
tender Gedanke. /wei nene kurze Abschnitte 
iber Variationsreehnune und über Funktionen 


Veränderliceher sind neu hinzugelom 
men. Indessen scheint der Besen, mit dem das 
alte Buch nun auszeekehrt werden sollte, manch 
mal nieht scharf genur zzewesen zu sein. Davon 
„wei Beispiele. Nachdem dy/dr als „Symbol“ für 
’(r\ erklärt worden ist. erscheinen auf Seite 69 
die Differentiale dr und dy selbständie als unend- 
lich kleine Größen, deren Quotient einen bestimm- 
hat. ohne dab jedoch dr und dy 
selbst ireendwie erklärt wären. Mir will aber 
scheinen, daß in einem auch für Physiker usw. 
bestimmten Lehrbuch der Höheren Mathematik. 
wo fast überall von Differentialen Gebrauch ze- 
macht wird. doch wohl irgendwo zesart sein muß. 
was diese bedeuten. Oder ist die Differential 
reehnun® (d. i. die Reehnunz mit Differentialen) 
eine Zauberei? Ein zweites Beispiel für die man 
eelnde Kritik ist der Satz 


komplexer 


ten Grenzwert 


) \ ” " 
Oo/or0y O"PIOYOH. 


\nzeeblieh (Nr. 2742) wird er bewiesen. 
eijet wird nur die Gleiehheit «der mittleren par 
tiellen Differenzenquotienten, was eine fast selbst 
verständliche Tatsache ist, und wofür nicht erst 
eme eanze Druekseite nötie wewesen 
Ilauptwitz des Beweises ist dagegen weggelassen; 
was aber insofern ganz gut war, als auch die Vor 
alissetzuneen IeNERS St 
Ist das nun hier die „naive Sicherheit“ der Ver- 
fasser, von der sie in der Vorrede behaupten, dab 
sie ihnen von mathematischer Seite verübelt wird? 
Wire es nieht besser und auch einfacher zewesen. 
den Lesern Buches den Satz nur an ein 
paar Beispielen klarzumachen; denn im Grunde 
enommen weht er keinen Physiker etwas an. 

\uf andere Mängel dieser Art will ich der Kürze 
weren hier nieht einzehen. um so weniger, als den 
jeuen Bearbeitern auch nicht viel daran zelegen 
ı sein seheint. sie kennenzulernen und zu ver 
Denn man kann in der Vorrede folgendes 
lesen: „Wo eine mathematische Unsauberkeit auf 
eezelot wird. bitten wir erst zu überleeen. ob da 
dureh eine fehlerhafte Benützune für die Praxis 
bewirkt werden kann: ist überhaupt je einmal die 
Entwieklunz der Physik und Technik durch leicht- 
sinniee Verwendunge der Mathematik auf falsche 
Weoe veraten? Wohl aber sind uns Fälle be 
kannt. wo die mathematischen Skrupel den Prak 
tiker davon abzehalten haben, eine an sieh mör 
Näherungeslösunz rechnerisch zu 
suchen.“ Mir sind dazeren Fälle wie der folgende 


dieses 


y 


bessern, 


ıehe erobe 


bekannt veworden. wo” ein Bauineenieur wochen 
lanee Bierunesversuche nieht in Einklane mit der 
Iheorie brinzeen konnte, und der Verzweiflung 


nahe kam. bis sieh herausstellte. daß er eine zwar 
riehtiee und ihm eeläufiee, aber in diesem Falle 
nieht zulässiee Näherunesformel benutzt hatte. 
vährend die zenaue Theorie zum Ziele führte. Ich 
tin laher, dab die in den vorhergehenden 
. 12 n 4 . ” PR 
Sitzen ziemlich schroff ausgesprochenen Prin 
ipien nieht ganz begründet sind, und außerdem 


soll in der Wissenschaft Wahrheit und Sauberkeit 





Aber ge- 


wäre. Der 


‚es nireenis aneereben sind. 





das Ziel 
l,orentz 
lesen. 

Wenn die Göttinzer Studenten eine auf solchen 
Prinzipien aufgebaute Vorlesunz als „Idioten- 
kollez“* bezeichnen. wie die Verfasser es in der 
Vorrede mitteilen. so sind diese zwar im Recht. 
wenn sie meinen, für solche Scherze seien die 
Zeiten zu ernst. Aber steckt nicht auch in der 
hurschikosen Äußerung eine tiefere und ernsthafte 
Bedeutung? Studenten haben zu allen Zeiten ein 
feines Gefühl für eine saubere und ehrliche Vor- 
lesunz zehabt. 

Selbstverständlieh ist auch die beste reinmathe 
matische Vorlesung über Differential- und Interral- 
reehnung für den Physiker und Ingenieur nicht 
veeienet. Aber es geht doch auch anders als mit 
der mathematischen Unsauberkeit. die die Ver 

Buches zulassen wollen. solanee sie 
Schaden anriehtet. Hier scheiden sich 


Vorrede von H. A. 


Sätze nieht zu 


sein. In der alten 
stehen jedenfalls solche 


fasser (lieses 
nur keinen 
lie Geister, 
Natürlich kann ein 
Buche, insbesondere aus den 
und auch allerlei Gutes lernen. 


kritischer Leser aus dem 
Aufeaben. allerlei 
R. Rothe. 859 


Dr. RUDOLF ROTHE, 0. Prof. a. d. Techn. Hoch 
schule Berlin. Differentialeeometrie 
I. Raumkurven und Anfängee der 
Flächentheorie Sammlunz Göschen Nr. 
1113). 132 8. m. 32 Abb. Berlin und Leipzig 1937, 
Verlag Walter de Gruyter & Co. Preis geb. 1.62 M. 

Der überwierende Teil des vorliegenden ersten 
Bandes der Rothe schen Differentialeeometrie ist 
ler Theorie der Raumkurven zewidmet, die hier in 
nieht alltägliceher Ausführlichkeit behandelt werden. 
Die einzehende Untersuchung der Differentialinva- 
rianten (S 6) möge besonders erwähnt werden. 
ebenso der Abschnitt über die Bestimmune einer 
Kurve aus ihren natürlichen Gleichungen (S 7). wo- 
bei es allerdines nieht eanz verständlich ist. wes 
halb der Verfasser von der üblichen Darstellung 
abweichend die Kurve dureh Windune und Krüm 
mungsquadrat kennzeichnet (anstatt durch die 
Krümmung selbst!). Durch die Einführung des Be 
eriffes (der Schmierungsfläche einer Raumkurve 
die Fläche einer (n I)-parametrigen 
Schar. die die Kurve in einem bestimmten Punkt 
von N-ter Ordnung berührt —, können Schmierungs 
ebene und Schmieeruneskuee] in einen weiteren zeo- 
metrisch  wichtieen Zusammenhang eingeordnet 
werden (S 8). Mit besonderer Liebe hat der Ver- 
fasser endlich die Minimalkurven (S 9) behandelt. 
\uf die Kurventheorie foleen die Anfaneseründe 
der Flächentheorie: Analytische Darstellung einer 
Fläche. Berührungsebene und Linienelement. Krüm- 
mungestheorie, Bemerkungen über die Abwickelbar- 
keit zweier Flächen aufeinanier. 

Die Darstellune ist kurz und bündig, wie es die 
l,eser der „Höheren Mathematik" von Rothe ee- 
wohnt sind. von den Abbildungen ist die Unelücks 
nummer 13 nieht eanz wohleeraten. 


las ist 


Freibere (Sa.). (4, Grüß. 87 


Dr. KARL MENNINGER, Rechenkniffe. 


,ustires und vorteilhaftes Reehnen. 
KBın Lehr- und Handbuch für das täg 
liche Rechnen. l.. ergänzte Aufl. 6 N. 
Breslau 1938, Verlag Ferdinand Hirt. Preis zeb. 


>50 M. 


Der Verfasser gibt in den „Rechenkniffen“ eine 
lebendige und volkstümliche Schilderunz bekannter 
kechenmethoden: Neuner- und Elferprobe, Vorteile 
Rechnen mit den vier Grundreehnungsarten 
u.a. m. Das Kapitel über die sor. Hundertrech- 
nung (Prozentrechnung) steht nur in losem Zu- 


leim 


sammenhange mit dem übrigen Inhalte des Buches 
und berichtet in sachlieher und methodischer Hin- 
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sieht niehts Neues, Die Abfassung des Buches 
ist geschiekt und sehr ansprechend, so daß es allen, 
die sieh für diese Fragen interessieren, empfohlen 
werden kann. 


Meerane (Sa.). Kneschke. 813 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende Bücher 
eingegangen (ausführliche Bespreehung bleibt vor- 
behalten): 


Dr.-Ine. ALBRECHT HUSSMANN, Rechne 
rische Verfahren zur harmonischen 
Analyse und Synthese mit Schablonen für 
eine Reehnune mit 12, 24, 36 oder 72 Ordinaten. 
28 S. mit 24 Abb. im Text und auf 2 Tafeln. 
t Zahlentafeln sowie 10 Berechnungstafeln. Berlin 
1038, Verlag Julius Springer. Preis geh. 9,60 M. 


Dr. phil. WILHELM SPÄTH VDI, Physik 
der mechanischen Werkstoffprüfung. 
VI-+ 1798. m. 84 Abb. Berlin 1938, Verlage Julius 
Springer. Preis geb. 14,60 M. 


Dr.-Ing. HELLMUT HOMBERG, Graphische 
Untersuchung von Fangedämmen und 
Ankerwänden unter Berücksichtieung 
starrer Wände. (Mitteilungen aus dem Ge 
biete des Wasserbaues und der Baugrund 
forschung, Heft 8) V +42 S. m. 41 Abb. Berlin 
1938. Verla@e Wilhelm Ernst & Sohn. Preis brosch. 
5.60 M. 


Dr. EUGEN JAHNKE, weil. Prof. a. d. Berg- 
akademie Berlin. Dr.-ing. e. h.. Dr. techn. e. h. 
FRITZ EMDE, Prof. a. d. Techn. Hochschule 
Stutteart. Funktionentafeln mit For 


neln und Kurven. (3. neubearb. Aufl.) 
AI + 305 S. m. 181 Textfig. Leipzig und Berlin 
1958. Verlae B. 6. Teubner. Preis eeb. 15 M. 


Grimsehls Lehrbuch der Physik, 

neubearb. von Prof. Dr. R. TOMASCHEK, Direk- 
tor d. Physik. Instituts d. Techn. Hochschule 
Dresden, 11. Bd. 1. Teil, Elektromagnetisches 
Feld Optik. 8 Aufl. X +866 S. m. 12009 Abb. 
Leipzig und Berlin 1938, Verlag B. G. Teubner. 
’reis geb. 26 M. 
Dr.-Ing. habil. HORST TEICHMANN, Dozent f. 
Physik a. d. Techn. Hochsch. Dresden. Vektor 
aleebra und ihre Anwendungen. mit 
einem Überbliek über die Vektor 
analvsis. VIII + 93 8. Frankfurt a. M. 1938,Ver 
la® Moritz Diesterwee. Preis 3.80 M. 


HANS JÖNCK, Oberlehrer a. d. Marinefachsehule für 
Technik, Kiel, Mechanik und Festierkeits 

lehre (Kraftbetriebstechnische Bücherei, herausge 
eeben von VOberfachschulrat E. Haarmann und Ober 
regierungsrat Dipl.-Ing. H. Kohrs, Kiel). 280 >. 
m. 322 Abb. Berlin 1938, Verlag@ der Deutschen Ar 
beitsfront G.m.b.H. Preis zeb. 5,60 M. 


Dipl.-Ing. SIEGFRIED GROSS VDI, Obering. d. 
Friedr. Krupp A.-G. Essen, u. Dr.-Ing. habil. ERNST 
LEHR VDI,. Leiter d. Abt. Maschinenbau im Staatl. 
Materialprüfungsamt Berlin-Dahlem, Die Federn, 
ihre Gestaltunge und Bereehnune (her 
ausee, v. d. Fachausschuß f. Federn beim Verein 
deutscher Ingenieure v. Prof. Dipl.-Ing. Pau! Speer, 
VDI. WVV, Reiehsbahnoberrat . 136 S. m. 215 Abh. 
Berlin 1038, VDI-Verlag. Preis geb. 25 M. 


NACHRICHTEN 


E. Papperitz Y. 


Am 5. August verstarb in Bad Kissingen der ehe 
maliee Professor der Mathematik und Darstellenden 
(Geometrie an der Bergakademie Freiberg (Ia.). 
Geh. Bergrat Dr. Erwin Papperitz im Alter von 
81 Jahren. Papperitz, der einer Dresdener Künst 
lerfamilie entstammte, studierte zunächst in Mün- 
ehen Naturwissenschaften, wandte sich dann aber in 
l,eipzie unter dem Eintluß von Felix Klein der 
Mathematik zu. Vor allem beschäftieten ihn an- 
sehauliche Probleme der Geometrie. während er 
7. B. die rein rechnerischen Methoden der neueren 
Physik, insbesondere die Relativitätstheorie, ab- 
lehnte. Weiten Kreisen war er durch sein gemein 
sam mit K. Rohn 1893/96 in erster Auflage in zwei, 
später in drei Bänden herausgegebenes „Lehrbuch 
der Darstellenden Geometrie" und durch seine zahl 
reichen „Mathematischen Modelle“ bekannt. Allen, 
die ihn näher kannten, wird der liebenswürldige, 
humorvolle Mensch unverzessen bleiben. 


R. Rothe zum 65. Geburtstag. 


Am 15. Oktober 1873 wurde Rudolf Rothe als 
echtes Berliner Kind geboren. Familie Rothe 
stammt aus Schlesien, Nachdem er an der Berliner 
Universität als Schüler von J. Knoblauch. H. A. 
Schwarz und L. Fuchs studiert und im Jahre 1897 
promoviert hatte, war Rothe als wissenschaftlicher 
Hilfsarbeiter und später als etatsmäßiger Mit- 
arbeiter an der Physikalisch-Teehnischen Reichs- 
anstalt tätige: von dieser Zeit, in der er „erst 
richtir Physik lernte“, erzählt Rothe noch heute 
eern. 1905 habilitierte sich Rothe an der Techni- 
schen Hochschule Charlottenburg, nachdem er dort 
schon vorher als Assistent von Lampe in den Übun- 





een mitgeholfen hatte. 1008 wurde Rothe als Ordi 
narius an die Bergakademie Clausthal berufen. 
sechs Jahre später an die Technische Hochschule 
Hannover, und 1915 kehrte er in seine Heimatstailt 
und an die Technische Hochschule Charlottenburg 
zurück. Für seine Lehrtätiekeit gelten (die Goethe 
schen Verse: 


Wer sich beharlieh mitzuteilen weiß. 

Den wird des Volkes Laune nieht erbittern: 
Er wünseht sieh einen „roßen Kreis, 

Um ihn ‚gewisser zu erschüttern. 


Der „zroße Kreis“ von Tausenden von Ingenieuren, 
die Rothe ihr mathematisches Rüstzeuer verdanken, 
kann es bestätigen, dab er die schwierigsten Dinge 
„beharlich mitzuteilen weiß". und daß ihn die 
l,aune des Volkes seiner Zuhörer niemals erbitterte 

hat doch Rothe wie nur wenige Hochschullehrer 
Verständnis für seine Studenten und menschlichen 
Kontakt mit vielen von ihnen. Sein Unterrichts 
talent kommt außer den Inzenieurstudenten beson 
ders den zünftieen Mathematikern von der Tech 
nischen Hochschule und Universität und den tech 
nischen Physikern zugute: darüberhinaus auch de 
nen, die schon im Beruf stehen: Im Telegrraphen 
technischen Reichsamt und im Außeninstitut der 
Technischen Hochschule hält Rothe Vorträre für 
Telegrapheningenieure und andere Praktiker, und 
in einem schulmathematischen Kolloquium arbeitet 
er eemeinsam mit den Lehrern (der höheren Sehulen 
daran, die Beziehungen zwischen Schule und Hoch 
schule enger und fruchtbarer zu zestalten. Ebenso 
vielseitir wie seine Unterriehtstätiekeit ist auch 


Rothes wissenschaftliche Arbeit:  Differentialeeo 
metrie, reelle Funktionen, praktische Analysis, Bal- 
listik und Schulmathematik diesen sehr verschie- 
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lenen (sebiet« Il eehören seine zahlreichen Veröffent 
liehuneen an. Die Rotheschen Lehrbücher sind bei 
Mathematikern und Inzenieuren so beliebt und be 
kannt. daß hier nieht an sie erinnert zu werden 
braucht: es sei nur noch erwähnt, daß Rothe den 
sechsten und siebenten Band der Werke Karl 


Weierstraß’ (Vorlesuneen über Anwendunren der 


elliptischen Funktionen. Vorlesuneen über Variati 
onsreehnun®e) herauseereben und den mathemati 
schen Teil der ..Hütte” bearbeitet hat. 


Zum 65. Geburtsta®e wünsehen wir Rudolf Rothe. 
lem unermüdliehen. frohsinnieen. aufreehten Mann. 


daß ihm noch lanee Jahre in Gesundheit und 
Schaffensfreude weeönnt seien! 
(rüßb. 887 


Freibere (Sa. . (3 ' 


14. Deutscher Physiker- und Mathematikertag. 

In der Zeit vom 11. bis 16. September 1958 fanıl 
in Baden-Baden der diesjährige deutsche Physiker 
und Mathematikertae statt, auf dem dieses Mal 
auch eine Reihe ausländischer Forscher Vorträge 
aus ihrem Arbeitseebiet hielten. Der Vormittag 
les letzten Tares war der Angewandten Mathe 
matik und Mechanik zewidmet. An diesem Vor 
mittae wurden die folgenden Vorträge gehalten: 

K. Mahruhn.,. Berlin: Über ein Existenz 
problem der Hyıromechanik. 

\. Klose. Berlin: Maßfunktionen des Vektors 
ınd «des Tensors. 

H. !remer. Köln: Über die statistischen Vor 
aussetzuneen der Nachhallgesetze. 

H. Roßhach. Karlsruhe: Zum  Torsions 
problem (les rekerbten Kreisquersehnittes. 

\. Huber. Fribourg: Eine Näherungsmethode 
ur Lösun®e der Inteeraleleichune des Dolometer 
nroblemes. 

". Burkhardt, Leipzig:  Gleichgewichts- 
probleme in Versicherung, Verwaltung und Wirt- 
senaft. 

I. Vıietoris. Innsbruck: Die Schleppe als 
’lanimeter., 

W. Cauer, Berlin: Tschebyscheffsche Ap- 


: - - ; Be u RE 
proximationen in der Blektroteehnik. 


\m Freitaenachmittaer wurde in einer Sitzune 


les Mathematischen Reiehsverbandes ein Plan fü 
die dreijährige \usbildune der Lehrer der reinen 
umd angewandten Mathematik besprochen und die 
weitere Ausbildun®e «ler Mathematiker und mathe- 
matischen Physiker, die für die Technik arbeiten 
wollen. erörtert, 


Tagung der Gesellschaft für angewandte 
Mathematik und Mechanik in Göttingen. 
’rorsramm der Tagung. 

Donnerstae, den 20. Oktober 1038: 

keferat über hydrodvynamische Vorträgre des 
ınternationalen Mechanikkoneresses in Cambridge 
U.8A, 

Vorträee: Reichardt. Göttineen: Über 
das Messen turbulenter Schwankungen. 

Motzfeld, Göttingen: Frequenzanalvse turbu 


enter Schwankuneen. 


Schultz-Grunow. &Göttineen: Zur Berech 
nunae der turbulenten Ablösune, 
Heinrieh. Breslau: Vorführune von drei 


Unterriehtsfilmen über konforme Abbilduneen. 
Kreitae, den +9 Oktober 198: 
Referat über arrodynamische Vorträge des 
internationalen Mechanikkoneresses in Uambridre 


U.S.A. 





Vorträre: Betz. 6Göttineen: Zur Theorie der 
l,eitapparate für Propeller. 

Hansen, Göttingen: Windkanalmessungen zur 
Prandtlschen Theorie der traeenden Fläche. 

Ferner wird Collatz. Karlsruhe. einen zu- 
sımmenfassenden Bericht über Methoden zur ee- 
näherten Bestimmung von Eigzenwerten zeben. 

\m Nachmittae finden Besichtigungen statt. 


Sonnabend. den 22. Oktober 1938: 


keferat über Vorträge des internationalen 
Mechanikkongresses in Cambridge (U.S.A., über 
Klastizitätslehre, Schwingungsprobleme usw, 

Vorträzre: Weber, Dresden: Minimalsätze 
der Klastizitätslehre und ihre Anwendung zur Be- 
rechnung von Verschiebungen. 

Schilhansl,. Heidenheim: Beitrag zur Berech 
nung «der Biegeschwingungen von mehrfach abge- 
setzten und mehrfach gelagerten Wellen, 

ludwig, Hannover: Knickfestiekeit «eines 
ebenen Syvstemes beliebig vieler Stäbe, die ın einem 
Knotenpunkte zusammenstoßen. 


Lultfahrtiorschungsanstalt Hermann Göring. 

Der Deutschen Forschungsanstalt für Luftfahrt 
.. V. Braunschweig ist vom Reichsminister für 
l.uftfahrt und Oberbefehlshaber der Luftwaffe Gene- 
ralfelimarschall Hermann Göring die Erlaubnis er- 
teilt worden, in Zukunft den Namen „Luftfahrtfor 
schungsanstalt Hermann Görine” zu führen. 


Büro für wissenschaftliche Rechnungen. 

Dr. L. J. Comrie, der früher Superintendent 
des Nautical Almanaec Oftice war, hat 1937 in London 
ein Büro für wissenschaftliche Rechnungen eröffnet, 
zunächst als sein persönliches Unternehmen. Er 
erhielt bald reichlich Aufträge. Daraufhin wurde 
das Unternehmen 1938 in eine G.m.b.H. mit 16 Mit- 
arbeitern umeewandelt, von denen die meisten eine 
akademische Ausbildung haben. (Seientifie Com- 
puting Service Limited, 23 Bedford Square, London, 
W.e,. 1.) Die Gesellschaft übernimmt folgende Ar- 
beiten: Wissenschaftliche Berechnungen, insbeson 
dere massenhafte, Berechnune von Tafeln, stati- 
stisehe Arbeiten, Bearbeitung von Fragebogen, 
Fouriersche Analysen,  Vermessungsreehnungen, 
numerische Integration von Differentialeleichungen, 
Beratunz beim Kauf von Rechenmaschinen, Unter- 
richtskurse im mechanischen, insbesondere im Ma- 
sehinenreehnen usw. Die Gesellschaft besitzt vieler- 
lei Rechenmaschinen, darunter auch Buchungs- 
maschinen und Lochkartenmaschinen, und eine um- 
fassende Fachbücherei. 

Würde in Deutschland ein solches Unternehmen 
ausreichend Beschäftieunge finden? 

F. Emde. 88 


Normung der Winkeleinheiten und Winkelteilungen. 

Das beim Beuth-Vertrieb, Berlin SW 68. er- 
schienene Normblatt Din 1315 unterscheidet folgende 
\Winkeleinheiten: Alterad (9. Teil des rechten 
Winkels, Neugrad 100. Teil des rechten 
Winkels, Radiant und Rechter Winkel. 


Persönliches. 

Der ord. Professor der Geodäsie an der Techn. 
Hochschule Dresden. Dr. P,. Werkmeister, trat 
in den Ruhestand. 

Im Juli verstarb der ord. Professor für Physik an 
der Teehn. Hochschule Breslau. Dr. E. Waetz- 
mann. 84 
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Das Richten der Geschütze 


Von C. Waninger VDI und P. Füsgen VDI. DIN A. 5, 72 Seiten mit 
58 Abbildungen. 1938. Broschiert 6,50 RM (VDI-Mitgl. 5,85 RM). 


Dem Geschützrohr muß beim Schießen möglichst schnell die jeweils 
erforderliche Richtung im Raume gegeben werden. Bei bewegten 
Zielen ist es außerdem so zu bewegen, daß es ständig feuer- 
bereit bleibt. Weitere Anforderungen an die Anordnung und die 
Bedienung der Richtachsen werden bei solchen Geschützen gestellt, 
die — wie die Feldgeschütze — öfters ihren Standort wechseln 
müssen, ohne daß man Gelegenheit hat, sie auf eine vorbereitete 
und genau waagerechte Unterlage zu stellen. Schwieriger noch 
wird das Richten und Zielen bei den Schiffsgeschützen, die 
mit ihren Rohren trotz des ständigen Stampfens und Schlingerns 
des Schiffes die richtige Lage zum Ziel beibehalten sollen. 


“In der Schrift werden die Fehler berechnet, die man in Kauf 
nehmen müßte, wenn man auf das Schwanken der Unterlage 
keine Rücksicht nähme. Ferner sind die Mittel besprochen, die 
zum Erkennen und zum Ausschalten dieser Fehler dienen. 


Die Verfasser stellen mit diesem Buch ihre während einiger Jahr- 
zehnte gesammelten Erfahrungen zur Verfügung. Alle Praktiker 
werden sich daher bei auftauchenden grundsätzlichen Fragen in 
bezug auf den mathematischen Zusammenhang zwischen Ge- 
schütz, Zielrichtung, Ziel und Geschützbettung gern dieser Schrift 
bedienen, zumal auch die neueren Erkenntnisse auf diesem Gebiet 
berücksichtigt sind. | 





VDI-VERLAG GMBH BERLIN 
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